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INTRODUCTION GENERALE

EN mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse,
qui étudie la généralisation de la dérivation et d’intégration d’ordre
entier n (ordinaire) a I'ordre non entier (fractionnaire). La théorie de la
dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la
fin du 17°™¢ siecle, I'époque ot Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz
ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral. En parti-

dTl
xﬂ

d’une fonction f quand il a annoncé dans une lettre & Guillaume I'Ho-

pital datée du 30 septembre 1695, avec I’hypothése implicite que n € N,

n

culier, Leibniz a introduit le symbole eme

pour désigner la dérivée n

I"'Hopital a répondu : Que signifie ™ sin= 5?. Leibniz lui a répondu :
"Cela conduirait a un paradoxe a partir duquel un jour, on pourra tirer
des conséquences utiles" [Oldham et Spanier, 1974]. Cette lettre de I’'Ho-
pital, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous

appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 1'Hopital a demandé

g 1 . . .
spécifiquement pour n = 5 c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel), a

en fait donné lieu au nom de ce domaine des mathématiques.

Les systemes décrits par des modeles d’ordre fractionnaire, utilisant
des équations différentielles fractionnaires basées sur la dérivée non en-
tiére ont suscité 1'intérét de la communauté scientifique. Les ingénieurs ont
seulement compris I'importance des équations différentielles d’ordre non
entier, que durant les trois derniéres décennies, surtout lorsqu’ils ont ob-
servé que la description de quelques systémes est plus exacte, que lorsque
la dérivée fractionnaire est utilisée. Le mérite de la premiere conférence
est attribué a B. Ross qui a organisé cette conférence a l'université de New
Haven en juin 1974 sous le titre "Le calcul fractionnaire et ses applications".
Pour la premiére étude, un autre mérite est attribué a K. B. Oldham et J.
Spanier [Oldham et Spanier, 1974] qui ont publié un livre en 1974 apres
une collaboration commune, commencé en 1968 et consacré a la présenta-
tion des méthodes et applications du calcul fractionnaire en la physique
et en ingénierie. Depuis, le calcul fractionnaire a gagné une popularité et
une considération importante di principalement aux nombreuses appli-
cations dans divers domaines des sciences appliquées et de 1'ingénierie ot
il a été remarqué que le comportement d’un grand nombre de systemes
physiques peut étre décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui
fournit un excellent instrument pour la description de plusieurs proprié-
tés de matériaux et processus [Bagley et Torvik, 1983],[Bagley et Torvik,
1986],[Das, 2008],[Magin, 2006],[Mainardi, 1997],[Oustaloup, 1995].

Au cours des derniéres années, les équations aux dérivées partielles
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non-linéaires d’ordre fractionnaire ont attiré 1’attention beaucoup de cher-
cheurs en raison d'un large éventail d’applications dans de nombreux do-
maines de la physique, de la mécanique des fluides, de 'électrochimie,
de la viscoélasticité , de la théorie du controle non-linéaire, des systémes
biologiques non-linéaires, de I'hydrodynamique et d’autres domaines des
sciences et de l'ingénierie [El-Nabulsi, 2011],[Jafari et al., 2012],[Jafari et al.,
2014], [Kadem et Baleanu, 2010],[Kadem et Baleanu, 2011a],[Kadem et
Baleanu, 2011b],[Katsikadelis, 2012],[Khalouta et Kadem, 2019f], [Odibat
et Momani, 2009], [Oldham, 2010],[Singh et al., 2014],[Wang et Zhou,
2011],[Zheng, 2012]. Dans tous ces domaines scientifiques, il est impor-
tant de trouver des solutions exactes ou approximatives a ces problémes.
Il existe donc un intérét marqué pour le développement de méthodes de
résolution de problemes liés aux équations aux dérivées partielles non-
linéaires d’ordre fractionnaire. Les solutions exactes de ces probléemes sont
parfois trop compliquées a atteindre par les techniques classiques en rai-
son de la complexité des parties non-linéaires les impliquant.

L'objectif principal de cette these est de présenter de nouvelles mé-
thodes analytiques et numériques pour la résolution d’équations aux déri-
vées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle, ot1 la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo.

Cette these est scindée en cinqg chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques exemples d’appli-
cations de la théorie du calcul fractionnaire dans certains domaines scienti-
tiques, puis nous rappelons les notions de base liées a la théorie de calcul
fractionnaire dont on aura besoin dans la suite de ce travail telle que la
fonction gamma et la fonction de Mittag-Leffler qui joue un roéle impor-
tant dans la théorie des équations différentielles fractionnaires ainsi que le
théoréme de point fixe. Deux approches (Riemann-Liouville et Caputo) a
la généralisation des notions de dérivation seront ensuite considérés.

Dans le second chapitre, on abordera la question d’existence et d"uni-
cité de la solution pour un probléme de Cauchy d’une équation différen-
tielle non-linéaire avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivant :

{ ‘Du(t) = f(t,u(t),te Q=[0,T],n—1<a<mn, (01)

u(0) =t eR, k=0,1,..,.n—1,n=[a]+1

L'existence et 1'unicité d"une solution continue est établit par la trans-
formation de ce probleme a une équation intégrale équivalente, dont la
solution est identifiée & un point fixe d"un opérateur contractant (sous cer-
taines hypotheses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel
convenablement choisi. On termine ce chapitre avec deux exemples illus-
tratifs.

Le troisiéme chapitre, nous décrivons quelques méthodes semi-
analytiques : la méthode de décomposition d’Adomian (ADM), la
méthode de perturbation d’homotopie (HPM), la méthode d’itération
variationnelle (VIM), la nouvelle méthode itérative (NIM), puis nous étu-
dions la convergence de chacune de ces méthodes. Ces méthodes sont
appliquées a des équations différentielles non-linéaires classiques (d’ordre
entier).

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions les méthodes combinées
d’ADM, HPM, VIM et NIM avec la transformation naturelle et leurs appli-
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cations sur les équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre frac-
tionnaire, ainsi que les méthodes dite : FNDM, NHPM, NVIM et NINTM.
Dans ces méthodes, on considére la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto d’ordre a, ot n — 1 < & < n,n € IN*. Des exemples numériques sont
présentés pour illustrer 'efficacité et la précision de ces méthodes.

Le cinquieme chapitre est consacré a la présentation de deux différents
méthodes FRDTM et FRPSM pour la résolution des équations aux déri-
vées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire, o1 la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo d’ordre na et n —1 < na < n,n € IN* . Puis nous
traitons quelques applications numériques pour montrer l'efficacité et la
précision de ces méthodes. En outre, nous présentons une nouvelle mé-
thode analytique appelée, méthode généralisée de la série fractionnaire de
Taylor (GTFSM), pour résoudre les problemes de convection de diffusion
de réaction non-linéaire d’ordre fractionnaire temporelle de la forme :

{ ‘Diu = (a(u)uy), + b(u)ux +c(u) (0.2)

u(x,0) = fo(x), x €R,

ou ‘Df désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «, o1
0 <a<1letu = {u(xt),xeR,0<t<1} est une fonction inconnue
et les fonctions arbitraires a(u),b(u) et c(u) désignent respectivement le
terme de diffusion, le terme de convection et le terme de réaction.

En annexe, nous présentons nos résultats sous forme de plusieurs ar-
ticles.

Finalement nous terminons notre travail par une conclusion générale,
ou la validité et la fiabilité d"une telle recherche est mise en exergue, aussi
nous proposons quelques perspectives sur le sujet.
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CE chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base

relatives au calcul fractionnaire telles que les fonctions spécifiques
pour l'intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire et d’autres no-
tions dont on aura besoin dans la suite de notre travail. Nous commen-
cerons par présenter quelques exemples d’applications de la théorie du
calcul fractionnaire dans certains domaines scientifiques.



Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

1.1 APPLICATIONS DES SYSTEMES FRACTIONNAIRES

Les systemes fractionnaires apparaissent de plus en plus dans les dif-
férents domaines de la recherche. Toutefois, l'intérét progressif que 1'on
porte a ces systemes est leurs applications en sciences fondamentales et
appliquées. On peut noter que pour la majeure partie des domaines pré-
sentés ci dessous, les opérateurs fractionnaires sont utilisés pour prendre
en compte des effets de mémoire. Mentionnons les ouvrages [Hilfer,
2000],[Sabatier et al., 2007] qui regroupent diverses applications du cal-
cul fractionnaire.

1.1.1  Automatique

En automatique, peu d’auteurs ont utilisé des lois de commande intro-
duisant des dérivées fractionnaires. Podlubny [Podlubny, 1994] a montré
que la meilleure méthode pour assurer un controle efficace des systéemes
fractionnaires, est 1'utilisation de contrdleurs fractionnaires. Il propose
une généralisation des controleurs traditionnels PID. Le groupe CRONE,
fondé par Oustaloup dans les années 70, applique ces méthodes a de nom-
breux systemes industriels : spectroscope, suspension de voitures [Ousta-
loup et al., 1996] , robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour
voitures, etc...

1.1.2 Physique

Une des applications les plus remarquables du calcul fractionnaire en
physique était dans le contexte de la mécanique classique. Riewe [Riewe,
1996] a montré que le Lagrangien contenant des dérivées temporelles
d’ordres fractionnaires conduit a une équation du mouvement avec des
forces non conservatives telles que les frottements. Ce résultat est remar-
quable du fait que les forces de frottement et les forces non conservatives
sont essentielles dans le traitement variationnel macroscopique habituel,
et par conséquent, dans les méthodes les plus avancées de la mécanique
classique. Riewe a généralisé le calcul des variations habituel au Lagran-
gien qui dépend des dérivées fractionnaires [Riewe, 1997] afin de trai-
ter avec les forces non conservatives habituelles. D’autre part, plusieurs
approches ont été développées pour généraliser le principe de moindre
action et 1’équation d’Euler-Lagrange au cas des dérivées fractionnaires
[Agrawal, 2002],[Almeida et al., 2012].

1.1.3 Meécanique des milieux continus

La déformation des milieux continus (solides ou liquides) est souvent
décrite a l'aide de deux tenseurs, celui des déformations noté ¢;; et celui
des contraintes ¢;;. Certains matériaux, comme les polymeres (gommes,
caoutchoug,...), présentent un comportement intermédiaire entre carac-
teres visqueux et élastiques, qualifié de visco-élastique. De tels systemes
peuvent étre modélisés a 'aide de la relation suivante entre les deux ten-
seurs

Oij = Esi]-(t) + 17D"‘sz-]-(t),0 <o <l
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Cette loi est justifiée par Bagley et Torvik dans [Bagley et Torvik,

1
1983],[Bagley et Torvik, 1986] (pour a = 5) Dans [Pfitzenreiter, 2004],

I'introduction de dérivées fractionnaires dans le cas de polymeres est mo-
tivée par I'analyse suivante : a cause de la longueur des fibres, les défor-
mations appliquées prennent du temps a étre communiquées de proche
en proche (la longueur des fibres enroulées, étant bien supérieure a la dis-
tance géométrique). Elles sont progressivement amorties et induisent des
effets de mémoire (I’état a 1'instant t va dépendre des états antérieurs). Si
la contrainte décroit comme +~(11%) elle pourra induire une dérivée frac-
tionnaire d’ordre « . Cet opérateur permet ainsi de donner une description
macroscopique simple (ne nécessitant que peu de parametres) de phéno-
menes microscopiques complexes. Une présentation de la visco-élasticité
via la dérivation fractionnaire est donnée dans [Dubois et al., 2010].

1.1.4 Acoustique

Pour certains instruments de musique a vent les pertes visco-
thermique peuvent étre modélisées efficacement a 1'aide de dérivées
fractionnaires temporelles [Hélie et Matignon, 2006].

1.2 ESPACES FONCTIONNELS

Dans cette partie, nous présentons un préliminaire dans lequel on rap-
pelle des notions et des résultats fondamentaux de la théorie de 1’analyse
fonctionnelle qui représentent un outil indispensable dans la théorie du
calcul fractionnaire.

1.2.1 Espaces des fonctions intégrables
Définition 1.1 [Podlubny, 1999] Soit O = [0,T] (0 < T < +o0) un intervalle fini de R et
1< p<oo.
1) Pour 1 < p < oo, l'espace LV (Q)) est I'espace des fonctions f réelles sur
Q) telles que f est mesurable et

T

/|f(t)|pdt<oo.

0

2) Pour p = oo, l'espace L®(Q)) est l'espace des fonctions mesurables f
bornées presque partout (p.p) sur Q).

Théoréme 1.1 [Podlubny, 1999] Soit 3 = [0, T] (0 < T < +0c0) un intervalle fini de R.
1) Pour 1 < p < oo, l'espace LP(Q)) est un espace de Banach muni de la

norme :
1/p

T
£, = | [1r@ra ) <e.
0

2) L'espace L™ (Q)) est un espace de Banach muni de la norme :

| flle =Inf{M >0:|f(t)] < Mp.psurQ}.
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Espaces des fonctions continues et absolument continues

[Kilbas et al., 2006] Soit (O = [0,T] (0 < T < +o0) un intervalle fini de R et
n € IN. On désigne par C"(Q) I'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées
d’ordre inférieur ou égale a n continues sur Q) , muni de la norme :

Flerey = L7y = Z a2

En particulier sin = 0,C°(Q)) = C(Q) I'espace des fonctions f continues
sur () muni de la norme :

,n € IN.

I£llc(0) = max|£(®)].

[Kilbas et al., 2006] Soit QO = [0, T] (0 < T < +00) un intervalle fini de R.
On désigne par AC(Q) I'espace des fonctions primitives des fonctions inté-
grables, c’est-a-dire :

AC(Q) = {f/EIcp cLYQ): f(t) = c—l—/go(s)ds},

et on appelle AC(Q)) 'espace des fonctions absolument continues sur ).

[Kilbas et al., 2006] Pour n € IN* on désigne par Cj;(Q2) I'espace des fonctions f
qui ont des dérivées continues sur Q) jusqu’a Uordre (n — 1) et telles que f"~1) €

AC(Q) c’est-a-dire :
ACH Q) ={f: 00— C P ec()ke{01,.,n—-1},f" D e AC(Q)}.
En particulier AC'(Q)) = AC(Q).

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le
lemme suivant :

[Kilbas et al., 2006] Une fonction f € AC"(Q)),n € IN¥, si et seulement si elle
est représentée sous la forme :

t

o 1 e " n—1 f(k)(o)
ft) = =1 /(t—r) 1 )(T)dT+,§)Ttk'

0

Espaces des fonctions continues avec poids

[Kilbas et al., 2006] Soit O = [0,T] (0 < T < +o0) un intervalle fini de R et
ueC (0<Re(u)<1).

On désigne par C,(Q)) l'espace des fonctions f définies sur Q) telles que la
fonction t' f(t) € C(Q) c’est-a-dire :

Cu(Q) ={f: Q—C ()'f() € C(Q)},
muni de la norme :

Iflle, @) = I f (D)l ooy = max [t £ (£)]-

L'espace C,,(Q)) est appelé I'espace des fonctions continues avec poids.
En particulier, Co(Q)) = C(Q).
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Définition 1.6  [Kilbas et al., 2006] Pour n € IN* on désigne par C;;(Q)) I'espace des fonctions

f qui ont des dérivées continues sur Q) jusqu’a U'ordre (n — 1), telles que f) €
Cu(Q) c'est-a-dire :

CZ(Q) ={f: Hf”c;;(n) = Zg; Hf(k)HC(Q) + Hf(n) Cy(Q)}‘

En particulier Cj(Q) = C,(Q).

1.2.4 Théoréme du point fixe

Définition 1.7  Soit X un espace de Banach, et T : X — X une application continue, on dit que
T est contractante si T est lipschitzienne de rapport K < 1 :

Jk<1:¥x,ye X:||T(x)—T(y)| <Kl|x—y].

Théoreme 1.2 (Banach) [Kilbas et al., 2006] Soit X un espace de Banach, et T : X — X un
opérateur contractant alors T admet un point fixe unique, c’est-a-dire 3'u* € X
tel que :

*

Tu* = u”.
De plus, Si T* ,k € N est une suite d’opérateur définie par
T'=Tet T" =TT ke N\ {1},

alors pour tout uy € X la suite {Tkuo};ozo converge vers le point fixe u*.

lim HTkuO —u*|| =0.

k—o0

1.3 FoncTIiONS SP]:ICIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTION-
NAIRE

Dans cette partie, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et 1'ex-
ponentielle de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire et ses application.

1.3.1 La fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonc-
tion Gamma d’Euler I'(z) qui prolonge naturellement la factorielle aux
nombres réels positifs (et méme aux nombres complexe a parties réelles
positives).

Définition 1.8  [Podlubny, 1999] Pour z € C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma I'(z) est
définie par l'intégrale suivante :

—+o0
I'(z) = /e’ttz’ldt, (1.1)
0

avec T(1) = 1, T(0") = +oo, ['(z) est une fonction monotone et strictement
décroissante pour 0 < z < 1.
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Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de
récurrence suivante :

I'(z+1) =2zI(z), Re(z) >0, (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

—+o00 —+o0
F(z+1) = / e~ 'Fdt = [—e’ttz]gw +z / e 't = 2T (z).
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n +1) =
n!, Vn € N, en effet I'(1) = 1 et en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

—

2) = 1r(1) =1,
(3) = 2r(2)=21!1=2,
(4) = 3r(3)=32!=3|,

—

n+1) = .rzf(n) =n(n—1)!=nl

1.3.2 La fonction Béta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette
fonction joue un role important quand elle est combinée avec la fonction
Gamma.

Définition 1.9  [Podlubny, 1999] La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des
nombre complexes z et w par :

1
B(z,w) = / £1(1 — )~ 1dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0. (1.3)
0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

I(z)I'(w)

Blz,w) = I'(z4+w)

,Re(z) > 0,Re(w) >0, (1.4)

il s’ensuit de (1.4) que :

B(z,w) = B(w, z),Re(z) > 0,Re(w) > 0.

1.3.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler joue un rdle tres important dans la théorie
des équations différentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée
dans la recherche des solutions des équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire, cette fonction a été introduite par G .M. Mittag-Leffler [Mittag-
Leffler, 1905].

Définition 1.10  [Podlubny, 1999] Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) est définie
comme suit :

o]

kz;)l‘ zxk—i—l

a > 0. (1.5)
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En particulier :
E1(z) = ¢, Ex(z) = cosh(/z).

Cette fonction peut étre généralisée pour deux parameétres pour donner :

sz,,B (Z) =

00 k

z

kgom,ﬂé>0,ﬁ>o (16)

1.4 INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Le but de cette partie est d'introduire les deux plus importantes ap-
proches du calcul fractionnaire : au sens de Riemann-Liouville et au sens
de Caputo, y compris quelques unes de leurs propriétés ainsi que la rela-
tion entre ces deux approches.

1.4.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre « € C (Re(a) > 0), selon
I'approche de Riemann-Liouville, généralise la célebre formule (attribuée
a Cauchy) d’intégrale répété n-fois.

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, T], T > 0. Une primitive
de f est donnée par 1'expression :

1) /f

Pour une primitive seconde et d’apreés le théoreme de Fubini on aura :

u

) ) t 1 ) t ) b/t
PF (D) /1 F(u)du 0/ O/f(r)dr du O/ T/du F(r)dt
= O/t—r

En répétant n fois, on arrive a la n
la forme :

‘eme primitive de la fonction f sous

I"f(t) = ( L 1 O/(t — )" L f(r)dt,t > 0,n € N*. (1.7)

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la générali-
sation du factoriel par la fonction Gamma : I'(n) = (n —1)!; Riemann
s’est rendu compte que le second membre de (1.7) paurrait avoir un sens
méme quand n prenant une valeur non-entiere, il a définit 1'intégrale frac-
tionnaire de la maniére suivante :

Définition 111 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit f € L'([0,T]), T > 0. L'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre « € C (Re(a) > 0)
notée I* est définie par :

t
£ (t) 1"(1(x0/ (t— 1) f(r)dr,t > 0, (1.8)

10
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oit T'() est la fonction Gamma donnée par (1.1).

Théoreme 1.3 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Si f € L'([0,T]), T > 0, alors I*f existe
pour presque tout t € [0, T] et de plus I*f € L(]0, T]).

Démonstration. En introduisant (1.8) puis an utilisant le théoreme de Fu-
bini, on trouve :

t T t
/II“f(t)ldt < r(la // Y f (1) | drdt
0 0 0
T

(/ — )t dt) dt

1 14
o 0/ ()T =)

<

=
Olis
o\

IN

T
TIX
FESY / F(o)ldr.

Puisque f € L!([0,T]), la dernieére quantité est fini, ce qui établit le
résultat. O

Exemple 1.1 L'intégrale de f(t) = tP au sens de Riemann-Liouville.
Soient « > 0, > —1, alorsona :

t
() = s [ (6= (19)
0

En effectuant le changement de variable
T =1s,

ott s =0 quand T =0ets =1 quand T = t et dT = tds, alors (1.9) devient

If(t) = r(llx)o/l(t—ts)”‘1 (ts)P tds
_ F(la) 0/1 (1 — 5)]* " 1P ds
-

En utilisant la définition de la fonction Béta (1.3) puis la relation (1.4), on

11
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arrive a :
taJr,B

I"f(t) = mB(“r[H‘l)

BT (a)T(B+1)
I'(a) T(a+p+1)
— F(IB_'_l) patp
F'(a+pB+1) ’

Donc l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction
f(t) = tP est donnée par :

asB __ F(IB+1) x+p
M=t

En particulier, la relation (1.10) montre que l'intégrale fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d’ordre « d"une constante est donnée par :

c
re=- &
= T+

(1.10)

Proposition 1.1 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soient «, p € C (Re(a) > 0, Re(B) > 0),
pour toute fonction f € L1([0,T]),T > Oona:

g (Iﬁ f(t)) = [Pf(t) = 1P (I*f (1)),

pour presque tout t € [0, T]. Si de plus f € C([0,T]), alors cette identité est
vraie V't € [0, T1.

Démonstration. Supposons d’abord que f € L*([0,T]) on a:
“(PFH) = o
T'(a)

. t N t .
= F(’B)F(“)O/O_T) 10/(T—§)ﬁ 'f(¢)dzdr.

zx 1Iﬁf )

o\’*

D’apres le Théoreme 1.3, les intégrale figurant dans 'égalité précé-
dente existent pour presque tout t € [0, T], et le théoréeme de Fubini per-
met donc d’établir

(1 (1)) = r()}(ﬁ) / ( J=o - Nldr) £(©)d.

0 \¢

En effectuant le changement de variable

T=0+ (=0

ous=0quand T = ets=1quand 7 =t et dT = (t — {)ds, on obtient :

t 1
(150 = woreg ] O ( Ja- s>“1sﬁlds) Q).
0 0

12
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Enfin, en tenant compte de la définition de la fonction Béta (1.3) puis
de la relation (1.4), on obtient :

t

P (150) = mgy [ -0 O = (145 0
0

Supposons maintenant que f € C([0, T]), alors ( d’apres les théoremes
sur les intégrales dépendant de parametres ) I*f € C([0, T]), et par suite

I“*Ff,I*IFF € C([0, T)).

Ainsi, d’aprés ce qui précede, les deux fonctions continues I*tf f, [*IP f
coincident presque partout sur [0, T}, elles doivent donc coincider partout
sur [0, T]. O

Le théoréme suivant fournit un résultat concernant l'inversion de la
limite et de l'intégrale fractionnaire.

Théoreme 1.4  [Podlubny, 19991 [Kilbas et al., 2006] Soient & € C (Re(a) > 0), et (fi) = une
suite de fonctions continues et simplement convergentes sur [0, T|. Alors on peut
invertir l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et le signe limite
comme suit :

[I"‘( lim fk):| (t) = lim I"fi(t).

k— 400 k— 400

Démonstration. Soit fy — f simplement convergente et

PRG-Il = g [0 A = @l
0

||fk—fHoo/ a1
< Wk Jlleo _
< T(a) (t—1)" dt
0
_ Ui fllet
- I(a) «
t{X

< - _

< ( ] 1fe = fllo

< w .

= (“+1) ka fHooT kjooo
D’ou le résultat désiré. O

1.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.12  [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit f € L'([0,T]), T > 0 une fonction
intégrable sur [0, T), la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la
fonction f d’ordre o € C (Re(a) > 0) notée D* f est définie par :

D*f(t) = D'I""“f(t) (1.11)

- 1"(111—(x) (;)n/t(t — )" f(r)dT,t > 0.
0

oitn —1 < [Re(w)] < n, et [Re(w)] est la partie entiere de Re(w).
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Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

En particulier, si « = 0, alors

D°f(t) = I€)<Z>jfﬁﬂrzf@.

Sia =n €N, alors

dn+1

Df(E) = (tn+1)/ flopr = Tof(e) = £ 1),

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coin-
cide avec la dérivée classique pour & € IN.
Sideplus 0 < w < 1,alors n =1, d’ou

D) = 7

1—a>i/<f—f>""f<r>dr,t>o.

0

Exemple 1.2 La dérivée de f(t) = tP au sens de Riemann-Liouville.
Soit o > Otelquen —1 < a < mnetp > —1, daprés (1.11) et la relation
(1.10), (Voir I'Exemple 1.1) on a :

_ r(p+1) _
af _ pnm—agp nyB+n—a
D*t D" %t F(ﬁ—f—n—zx—i—l)Dt . (1.12)
En tenant compte
D'Ft=e = (Bn—a)(Btn—a—1)u(f—a+1)tF "
— r(,B—I—Tl—[X—I—l) B—u
= NETES) (1.13)

On substitue le resultat (1.13), dans la formule (1.12), pour obtenir :

DB — rp+1) F(ﬁ+n—zx+1)tﬁ7“
rp+n—a+1) T(f—a+1)
= Mtﬁ_“
r(p—a+1) )

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction
f(t) = tP est donnée par :

DB — Mtﬁ—“,

TB—a+1) (1.14)

En particulier, si B = 0 et « > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d'une fonction constante f(t) = C est non nulle, sa valeur est :

C
o JE Y St .
DC_F(l—oc)t .

Il est aisé d’établir le résultat suivant :

14



Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

Lemme 1.2 Soientn —1 < a < netn = [a] + 1, et f une fonction vérifiant

DEf(t) =

alors :

] + 1) j+a—n
HH " Vg, ¢1, ey Cng € R
Z;r]+1+“_m €0, €1, vey Cn1 €

En particulier, si 0 < a < 1, alors
f(t) =ct* 1,Vec e R
Démonstration. Soit D*f(t) = 0, d’apreés (1.11) on a :
D*f(t) =D"I"“f(t) =0
Et par suite :

"= f(t) Z C]t] (1.15)

Maintenant, I’application de l’operateur I* a 1’équation (1.15) donne :
n—1 )
_ o
= Z C]'I t.
j=0
En utilisant la relation (1.10) (Voir 'Exemple 1.1), on obtient :

n ]+1) jta
I"f(t) Z ]T]+oc+1)t . (1.16)

L'application de l'opérateur D" a 1’équation (1.16) donne :

]_'_1) nyj+o
Zfr]+a+UDt '

Enfin, la dérivation classique et 1'utilisation de la formule :

F(DC+1) th—i’l

Dﬂt_lX — ,
I(a—n+1)

donne :

Z IG+1) I(j+a+1) pita—n
TG+a+D)I(j+a—n+1) '

Finalement on obtient :

E ] + 1) pra—n
]F]+1+a—n) '

Ceci compléte la preuve du Lemme. O
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Proposition 1.2

1.4.3

Proposition 1.3

Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

La proposition suivante établie une condition suffisante d’existence de
la dérivée fractionnaire.

[Kilbas et al., 2006] Soient « > 0 et n = [a] +1. Si f € AC*([0,T]),T > 0,
alors la dérivée fractionnaire D*f existe presque partout sur [0, T] de plus, elle
est representée sous la forme :

n=1 (k) !
D0 = B | 0 o

(1.17)
Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville

L'opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possede les
propriétés résumées dans les propositions suivantes :

[Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Pourn —1 <a <n,m—1< B <m,on
a:
1) L'opérateur de Riemann-Liouville est linéaire

D*(Af +g) (1) = A(D*f) (1) + (D*g) (1), A € R.

2) En général

D*(DFf(t)) # DF(D*f(1)).

Démonstration. 1) Soit f,¢ € L' ([0,T]), A € Roona:

D*(Af+8) () = DI (Af(H) +g(1))
ADMI((f + ) (1) -

e et I'intégrale sont linéaires alors :

Comme la dérivée n
D*(Af+g)(t) = AD'I"“f(t)+ D"I""*g(t)
= A(Df)(t) + (Dg) (t).
2)Ona:
m—1 —a—k
D*(DFP _ DBE() — Y DE R0y
(DPf(8)) = D*P1(6) = X D" O

et

1-p—k)

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne com-
mutent que si « = B et D"‘*kf(O) = 0, pour tout k = 1,2,..,n et
Dﬁ_kf(O) =0, pour tout k =1,2,...,m.

Ce qui complete la preuve. O

n—1 Bk
DD () = D5 ()~ T D0
k=0
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Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

Proposition 1.4 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soient a, p > O tels quen —1 < a < n,
m—1<p < mtel quen,mec IN*.
1) Pour f € LY([0, T]), T > 0, I'égalité :

D (I°f() = f(#),

est vraie pour presque tout t € [0, T].
2)Sia > B >0,alors pour f € LY([0,T]), T > 0, la relation :

DP(I*f(t)) = I*"Pf(t),

est vrai presque partout sur t € [0, T].
En particulier, lorsque p =k € IN et « > k, alors :

DN(I*f(1)) = I"Ff (1),

3) Si B> a > 0 et la dérivée fractionnaire DP~* f existe, alors on a :

DP(I*f(t)) = DP=*£(1).

4) Pour « > 0, k € IN*. Si les dérivées fractionnaires D* f et DX f existent,
alors :

DX(D"f(t)) = D" £(t).

Démonstration. 1) En utilisant (1.11) et la Proposition 1.1, on a pour n =
[a] +1
DY(If () = D"I"*I*f(t) = (t), pp sur [0, T].
2) D’aprés (1.11) et la Proposition 1.1 on obtient :
Poura« > > 0,alorsn > m,ona:

DP(I*f(t)) = D"I"P(I"f)(t)
— pr (Inﬂxfﬁf) (t)
= D'I" (1“*ﬁf) (t)
= I*Pf(1).
3) Pour > a >0,0ona:

DP(I*f(1))

D"I"P(If)(t)
= D" BT f(t)
DFTEE(1),

existepouri —1<pB—a<ieti <m.
4) On a pour & > 0, k € IN*

DK(D*f(t)) = D*D"I""f(t)
— Dk+n1n7a+k7kf(t)
— Dk+n1k+n—(k+a)f(t)
Dk_"“f(t).

Ceci compléte la preuve O
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1.4.4

Définition 1.13

Théoreme 1.5

Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a
jouer un role important dans le développement du calcul fractionnaire,
plusieurs auteurs dont Caputo (1967-1969) ont rendu compte que cette dé-
finition doit étre révisé [Caputo, 1967], car les problemes appliqués en vis-
coélasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques comme
par exemple u1(0), u/(0), etc..., ce qui n’est pas le cas dans la modélisa-
tion par I'approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des
conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Malgré le fait que les problemes aux valeurs initiales avec de telles
conditions initiales peuvent étre résolus mathématiquement, la solution
de ce probleme a été proposée par M. Caputo dans sa définition qu’il a
adapté avec F. Mainardi dans la structure de la théorie de viscoélasticité
[Caputo et Mainardi, 1971].

Dans cette partie on donne la définition de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo ainsi que quelques propriétés essentielles.

Soit [0, T| un intervalle fini de R, et soit I* et D* les opérateurs d’inté-
gration et de dérivation fractionnaires donnés par (1.7) et (1.11) respecti-
vement.

[Kilbas et al., 2006] La dérivée fractionnaire de Caputo “D*f(t) d’ordre « € C
(Re(a) > 0), sur lintervalle [0, T| est définie par l'intermédiaire de la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville par :

n=1 g(k)
‘D*f(t) = D" (f(t) - fk,(o)tk) , (1.18)
k=0 :

oil
n = [Re(a)] + 1 pour a« ¢ N, n = o pour « € IN. (1.19)

Sia =0, alors:
‘DOf(t) = f(b).

En particulier, lorsque 0 < Re(«) < 1, la relation (1.18) prend la forme :

‘DEf(t) = DU[f(t) = f(0)].

La dérivée fractionnaire de Caputo (1.18) est définie pour les fonctions
f(t) pour lesquelles la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville existe
en particulier, elle est définie pour les fonctions f € AC"([0,T]). On a le
théoréme suivant :

[Kilbas et al., 2006] Soit Re(x) > 0O et soit n donné par (1.19). Si f €
AC" ([0, T)), alors la dérivée fractionnaire de Caputo D" f (t) existe presque par-
tout sur [0, T].

1) Sia ¢ N, alors °D*f(t) est donnée par :

DUF(H) = r(nl_a) (t—1)" L f0) (1)dr,t > 0 (1.20)
)

= I"“D"f(t
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Chapitre 1. Notions de base du calcul fractionnaire

En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1et f € AC([0,T]), alors :

t
‘Df(t) = / (t—1) T)dt,t >0 (1.21)
0

= I f'(1).

2) Sia € N, alors :

DUf(t) = (1),

Démonstration. D’apres les Définitions 1.13 et 1.12 0on a:

n—1 r(k)
cDaf(t) - Do (f(t) o 2 f k'(O) tk>
k=0 :

— Dt (f(t) . rf f(kli'(o) tk> )

k=0

Par :

Df(t) = D'I"*f(t)

On pose :
n—1 r(k)
E(t) = [ (f(t) -y fk!(())tk> .

k=0

D’aprés (1.8), on a :

f n—1 g(k)
1_(){) O/(t — )t (f(r) -Y f k!(O) Tk> dt.

En intégrant par partie, on aura :

P(t) _ n a—1 (f(T) _Ef(k) O)Tk> at
O k=0
g n—ua k) T=t
- F(nl—tx) {(tn)oc ( D O)Tk>
=0
n—sz

0
t n—1 (k)
= Faarn 40D (f(r) -z fkf(’)Tk) i
— In—oc—i—lD <f(t) _ Z k|(0)tk> )
k=0 ©
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En répétant ce procédé n fois, on trouve :
. n=1 ¢(k) (o
F(t) = I"™*"D (f(t) -y f k'( )tk>
k=0
n—=1 (k)
= [roepn <f(t) _ Z f
k=0

£ O)tk>.

Or ), %tk est un polynome de degré n — 1, par conséquent
k=0

F(t) =T1"T""*D"f(t).
Ainsi,
‘D*f(t) = D"F(t)
— D?ZIHIH—(XDVlf(t)

In—(anf( )
t
_ n a—1 ()
= a) / (T)dr.
0
Ceci compléte la preuve. O

Théoreme 1.6  [Kilbas et al., 2006] Soit Re(x) > 0 et soit n donnée par (1.19) et f € C" ([0, T]).
Alors la dérivée fractionnaire de Caputo D" f (t) est continue sur [0, T], T > 0.
1) Sia ¢ N, alors °D*f(t) est donnée par (1.20). En particulier, elle prend
la forme (1.21) pour 0 < a < 1.
2) Sia € IN, alors :

“DEF(E) = FO(1).

Exemple 1.3 La dérivée de f(t) = t? au sens de Caputo
Soit n un entieret 0 <n—1 < a < navec p > n —1, alors d’apreés (1.20)

ona: r(B11)
()= ~PTL _pon
Fr) = pp B (1.22)
d’ont
(B+1) t
CDatﬁ:F(n—oc FRT—y / (t—T)" P rgr, (1.23)

0

En faisant le changement de variable
T =1s,

ot s =0quand T =0et s =1quand T =t et dT = tds, alors (1.23) devient :

t

VR [ 3) N RS
I'n—a)[(B—n+1) )
r(p+1) /
_ B—u o n—a—1 B—n
T —a)C(B—ntl) [yt s
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En utilisant la définition de la fonction Béta (1.3) puis de la relation (1.4) on
arrive q :

r(p+1)B(n—a,p—n+ 1)1‘5""
I'n—a)T(p—n+1)
IrB+1)I'(n—a)T(p—n+1) -
I'n—a)I(B—n+1)T(B—a+1)
= Mtﬁ*“
Irp—a-+1) '

cDatﬁ —

Donc la dérivée fractionnaie au sens de Caputo de la fonction f(t) = tP est
donnée par :
CDDltIB — ]'—'(ﬁ + 1) t‘B—tX.
I'(B—a+1)

En particulier, 1'utilisation de la formule (1.18) ou (1.20) pour calculer
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre # > 0 d"une constante
C € R exprime que cette dérivée est nulle c’est-a-dire :

(1.24)

(°D*C) = 0.
1.4.5 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Ca-
puto

Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, ont les propriétés résu-
mées dans les propositions suivantes :

Proposition 1.5 [Podlubny, 1999] [Kilbas et al., 2006] Soit « € C tels que n —1 < Re(a) < n,
n € IN*et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que “D*f(t) et “D*g(t)
existent. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

‘DY (Af+g) (1) =A(D*f) (t) + (‘D"g) (), A € R.
Démonstration. On a d’aprés (1.20)

‘DEAf+g) (1) = I""D"((Af +g) (1))
AITED™((f +8) (1)) -

Comme la dérivée n-iéme et 1'intégrale sont linéaires alors :

DYAf+g) (1) = AD'f(t) + I"“D"g(t)
A (D) (1) + (D*g) (1)

D’ou le résultat. O

Proposition 1.6 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] On suppose que n —1 < Re(ax) < n,
m,n € IN* et soit la fonction f(t) telle que “D* f (t) existe, alors :

thxDmf(t) _c Dtx-i—mf(t) 7& DmCD“f(t).
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1.4.6 Relation entre 1’approche de Riemann-Liouville et celle de Ca-
puto

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.7  [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit Re(a) > 0 avec n —1 < Re(a) < n

(n € IN*), et soit f une fonction telle que les dérivées fractionnaires “D* f (t) et
D*f (t) existent alors :

c« _ _n—l f(k)(o) k—uo
D*f(t) = D“f(t) lgir(k—a—kl)t .

Démonstration. On considere le développement limité en série de Taylor
de la fonction fent =0

/ " (n—1)
A ()

= tF+ Ry_1,
kzzor(k+1) "

tn—l + Rn—l

avec

I I
0/ tT) ar.

n—

—~

En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre 1, on a :

/f )t — )" ldr = 1 F00 (1),

En utilisant la linéarité de 1'opérateur de Riemann-Liouville et la rela-
tion (1.14) on a :

@ e e A ()
D“f(t) = D (k_zor(k+1)tk+R”1>

D*tf 4+ D*R, 4

(k+1)

) -0 aTn n
) (k+1)tk + DI F) (1)

— ) h—a + Infaf(n)(t)
= I'(k—a+1)
n—1

- (k)
R f (0) tk—{X + c

= Ltk oty PO
Donc : . ®
cTX o \ f (O) k—u
D =D — _— .
£ =D~ ¥ !
D’ou1 le résultat. O
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Remarque 1.1 Si f(k) (0) =0pourk=0,1,2,...,n—1,on aura :

"D (H) = DF(1).

Composition avec I'opérateur d’intégration fractionnaire

L'opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un inverse
a gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville
mais pas un inverse a droite car :

Si f est une fonction continue sur [0, T| on a :

n=1 ¢(k)
D (1) = £ et 1 (D) = f(1) ~ - LDk (1)

k=0

L’avantage principal de 1'approche Caputo et que les conditions ini-
tiales des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo
acceptent la méme forme comme pour les équations différentielles d’ordre
entier.

23



EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON-LINEAIRES D'ORDRE
FRACTIONNAIRE

SOMMAIRE
2.1 RESULTAT D’EQUIVALENCE ENTRE LE PROBLEME DE CAUCHY ET
L'EQUATION INTEGRALE DE VOLTERRA . . . . . .. ........ 25
2.2 RESULTAT D’EXISTENCE ET D'UNICITE DE LA SOLUTION . . . . . 26

DANS ce chapitre, on s’intéresse par la question d’existence et d"unicité
de la solution pour un probléeme de Cauchy d'une équation différen-
tielle non-linéaire avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivant :

‘D*u(t) = f(t,u(t)),te Q=[0,T],n—1<a<mn, (2.1)
avec les conditions initiales
u(k)(O) =beRk=01,.,n—1n=[a]+1, (2.2)

ot °D* est la dérivée fractionnaire de Caputo, f(.,u): QxR — R une
fonction continue par rapport a t € Q) pour tout u € R et [a] est la partie
entiere de a.
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2.1 RESULTAT D’EQUIVALENCE ENTRE LE PROBLEME DE CAU-
CHY ET L'EQUATION INTEGRALE DE VOLTERRA

Dans cette partie, on démontre un résultat d’équivalence entre le pro-
bleme de Cauchy et une équation intégrale de Volterra non-linéaire dans
'espace C"~1(Q)). Sur la base de ce résultat, 'existence et 1'unicité de la
solution du probleme de Cauchy considéré sont prouvées.

Théoreme 2.1 [Kilbas et al., 2006] Soient « > 0 aveca ¢ N, n = [a] +1et f(.,u) : QXR —
R une fonction continue par rapport a t € Q) pour tout u € R.
Alors u € C"1(Q) est une solution du probleme de Cauchy (2.1)-(2.2) si et
seulement si u est une solution de I'équation d’intégrale de Volterra suivante :

u(t) = nizl b—lftk + 1 ] /(t — )" f(r,u(t)dt,0 < t < T. (2.3)
0

Démonstration. Soient « > 0 avec « ¢ N,n = [a] + 1.

1) On suppose que u € C""1(Q)) est une solution du probleme (2.1)-
(2.2). Comme f(.,u) € C(Q) pour tout u € R, donc d’apres (2.1) nous
avons ‘D*u(t) € C(Q)). En utilisant la relation (1.25), on obtient :

I* (“D*u(t)) = ult) — ) ——

_ Z Depky r<1ao/ ) £z, u(T))dr,

2) On suppose que u € C"~1(Q)) est une solution d’équation intégrale
de Volterra (2.3). En dérivant (2.3) k fois (k = 1,...,1n — 1) et en utilisant la
Proposition 1.4, on obtient pour tout k =0,1,...,n — 1,

u® () :"f ].bf' Hk / Yk (g, u(T))d.
’ 0

Avec le changement de variable T = ts, on obtient :

~ 1
Z t] ky / VAR £(ts, u(ts))ds.
=k 0

Par passage a la limite t — 0, et en utilisant la continuité de f, nous
obtenons les relations (2.2). D’autre part, en appliquant l'opérateur de dé-
rivée fractionnaire de Riemann-Liouville D* sur I'équation intégrale de
Volterra (2.3) et avec (2.2), nous obtenons :

D" (u(t) — Z_i; ”(k’ifo) tk> = D"I"f(t, u(t)).
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D’apres la Définition 1.13 et la Proposition 1.4, on obtient 1’équation

(2.1).

Ceci complete la preuve du Théoreme. O

Corollaire 2.1 Soient 0 < a < let f(.,u) : Q x R — R une fonction continue par rapport
at e Q pour tout u € R. Alors, u € C(Q) est une solution du probleme de

Cauchy suivant :
{ ‘Dru(t) = f(t,u(t)),
u(0) =1,

si et seulement si u est une solution de I'équation intégrale de Volterra suivante :

u(t) = 1"(1¢x0/ 0 f(r,u(t))d.

2.2 RESULTAT D’EXISTENCE ET D'UNICITE DE LA SOLUTION

Maintenant, on va montrer 1'existence et I'unicité de la solution du pro-
bleme de Cauchy (2.1)-(2.2) dans l'espace des fonctions C"~1%(Q)) défini

par:
crla(Q) = {u € C"1(Q), D € C(Q),n = [a] + 1}.

Pour établir ’existence et l'unicité de la solution du probleme de Cau-
chy (2.1)-(2.2), nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1 Sia > 0avec o ¢ N et n = [a] + 1, alors I'opérateur d’intégration fractionnaire
1*: C(Q) — C"Y(Q) au sens de Riemann-Liouville est borné c’est-a-dire :

Ta—k
o
11 8”0’*1(0) =M ||g||c( Z Ta—k+1) (2.4)
Démonstration. Soit ¢ € C(Q2). En utilisant la Proposition 1.4, on obtient :
DFI%g(t) = I"*¢(t), pour toutk =0,1,...,n — 1.

Pour tout t € ), nous avons :

n—1 n-1
" ko —k
118 llcn-1y = E HD I g’cQ - 2 I* gHC(Q)
n 1 f
< Hch / ) k=1
,o 0
n—1
p Hg”cm) pa—k
= (o —k)T(a —k)
n—1 Ta— k
< -
~ = ( k+1) HgHC
On pose :
n—1 Tafk
AA - 7
k;o I'(a—k+1)
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on obtient :
118l cn-1() < M8l

Ce qui démontre le Lemme. O

Théoreme 2.2 [Kilbas et al., 2006] Soient & > 0 avec « ¢ IN et n = [a] + 1 et G un ouvert de
R. On suppose que f : (2 x G — R une fonction telle que :
1) Pour tout u € G fixé, f(.,u) € C(Q).
2) La fonction f : Q) x G — R vérifie la condition de Lipschitz par rapport
a u, c’est-a-dire il existe L > 0 tel que :

|f(t,u1) — f(t,uz)| < L|uy — uz|, pour tout t € Q,uj, up € G. (2.5)

Si
n—1 Tuz—k
LY — <1, (2.6)
k; I(a—k+1)

alors, le probleme de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une unique solution u €
crx(Q).

Démonstration. On commence par montrer l'existence d'une solution
unique u € C"1(Q) du probléme (2.1)-(2.2). Selon le Théoréme 2.1, il suf-
fit de prouver l'existence d’une solution unique u € C"~1(Q) de I’équation
intégrale de Volterra (2.3). Pour cela on utilise le Théoreme 1.2 du point
fixe de Banach dans I'espace C"~1(Q)) avec la norme suivante :

[u1 = ti2]| o1y = ki; Hugk) —ulb) HC(Q) _ (2.7)

On réecrit I’équation intégrale (2.3) sous la forme suivante :

u(t) = (Tu) (1),

ou : ;
(Tu) (£) = m/ ) f(z,u(r) ), (28)
0
avec 1 b
up(t) = E -+t (2.9)
=0 I°

Pour appliquer le Théoreme de Banach, il faut montrer :
1) Siu € C"1(Q) alors Tu € C"1(Q).
2) Pour chaque uy,u; € C"1(Q),

[ Tur — Tuz||cnr(q) < w [|ur — 2|y, avec 0 <w < 1. (2.10)
Soit u € C*"1(Q). En dérivant (2.8) k fois (k = 1,...,n — 1) et en utili-
sant la Proposition 1.4, nous obtenons pour tout k =0,1,...,.n — 1,

t

/ (t—1)** f(ru(t))dr,  (2.11)

0

(M) ™ () = () +
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avec

n—1 b;
(k) 4y — ] ik
uy’ (t) = . A
L G-k
Pour tout k = 0,1,...,n — 1, le premier terme a droit de (2.11) est une
fonction continue sur [0, T], et par le Lemme 2.1, le deuxiéme terme est
continu sur [0, T]. Donc, nous avons :

T:x—k
< Ta—k+1) ||f(7/”(7))||c(0)

C”_l(Q)

r((xl_k)o/(f—r)“_k_lf(r,u(r))dr

(2.12)
pour tout k = 0,1, ...,n — 1. Par conséquent Tu € C"~1(Q).
En utilisant (2.7), (2.11) et (2.12) et la condition de Lipschitz (2.5), nous
avons :

e ZH Tun)® - ()
< Ly [0 P mn ) - fr () ar
= o c(Q)
- Ta—k
< z o=k W @m) = frn@)eo
Ta—k
< LZ Ta—k+D) [u1(T) = u2(7) || c ()

a l’aide du (2.6), on obtient (2.10), avec

Ta—k
w—LZ 1x—k+1)

Par conséquent, d’apres le Théoreme du point fixe de Banach 1.2, il
existe une unique solution u* € C"1(Q)) de l’équation intégrale de Vol-
terra 2.3 sur l'intervalle [0, T].

Par le Théoréeme de Banach 1.2, la solution u*(t) est une limite de la
suite convergente (T"u)(t)

Tim || T — o1 y) = 0. (2.13)

On prend
Uy = Uo,

avec ug(t) définie par (2.9).
D’apres (2.8), la suite (T"u) () est définie par la formule de récurrence

(T"ug) (t) = uo(t 1"(1uc/ (T”‘Hté) (T)) dt,n=1,2,..

0
En notant, u,(t) = T"u((t) alors la relation précédente prend la forme
suivante :

un(t) = up(t) + 1"(11x) / (t—1)" 7 f(T,up_1(7))dT,n €N,
0
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et (2.13) devient

nﬁ“ Jttn = ullcn1(q) = 0. (2.14)

En utilisant ensuite 2.1 et la condition de Lipschitz (2.5), on a :

1°D%un = Dullcy = [If(tunl)) = f(Eu(8)) ()

< Lijun— ”HC(Q)
< Lijun— ”HC(Q)

D’apreés (2.14), nous obtenons :

lim |*D*uy —° D*u||c(q) = 0.

n—oo

Alors ‘D*u € C(Q), et donc u € C"~1*(Q)).
Ceci compléte la preuve du Théoreme. O

Exemple 2.1 Considérons le probleme de Cauchy suivant :

c1/2 _ 42
{ b uu((()t)):—f 1 ,teQ=10,1]. (2.15)

On cherche une fonction continue u : [0,1] — R satisfaisant (2.15).
On résout le probleme (2.15) on obtient :

-

t

B 1 - -1/2
u(t) = 1+r(1/2)/(t 7) O )" V24r
16 2
- 1 5/2 _ £ /2
+ NG N
Exemple 2.2 Considérons le probleme de Cauchy suivant :
‘DV3u(t) =1 -2t +1 B
{ u(1) = 0 e =][L2]. (2.16)

On cherche une fonction continue u : [1,2] — R satisfaisant (2.16).
On résout le probleme (2.16) on obtient :

t
u(t) = 1/3/ 23 (7 1247
1
_ 27 _1y7/3
= qaraa Y
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DANS ce chapitre, nous présentons brievement quelques méthodes semi-

analytiques : la méthode de décomposition d’Adomian (ADM), la
méthode de perturbation d’homotopie (HPM), la méthode d’itération va-
riationnelle (VIM), et la nouvelle méthode itérative (NIM), puis nous étu-
dions leurs convergences.



Chapitre 3. Méthodes semi-analytiques et leurs convergences

3.1 METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN (ADM)

La décomposition d’Adomian est une méthode semi-analytique déve-
loppée par le mathématicien américain George Adomian [Adomian, 1988]
durant la seconde partie du XX° siecle. Elle est utilisée pour la résolu-
tion large éventail de probléemes dont les modeéles mathématiques impli-
qués, a savoir les problemes algébriques, différentiels, intégrales, intégro-
différentielle, les équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur et
les équations aux dérivées partielles. L'avantage de cette méthode est
qu’elle permet de résoudre par un schéma direct le probleme considéré et
donne la solution sous forme une série infinie, qui converge rapidement
vers la solution exacte si elle existe [Cherruault et al., 1992].

3.1.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on considere 1'équa-
tion fonctionnelle suivante :

Fu =g, (3.1)

ou F représente un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non linéaire
comprenant des termes linéaires et non-linéaires et ¢ est une fonction
connue. La partie linéaire est généralement décomposée en L + R, ou L
est un opérateur différentiel facilement inversible et R représente le reste
de l'opérateur linéaire. Dans ces conditions, I'équation précédente peut
s’écrire sous la forme suivante :

Lu+Ru+ Nu=g, (3-2)

avec N un opérateur différentiel non-linéaire.
Nous pouvons écrire 1’équation (3.2) comme suit :

Lu = g— Ru — Nu. (3-3)
En multipliant ’équation (3.3) par L~!, on obtient :
LY (Lu) =L '¢— L' (Ru) — L' (Nu), (3.4)

ou L™t = [ [ .. [(.)(dt)" est I'inverse de 'opérateur L.
Puisque
LY (Lu) = u— ¢,

et ¢ est la constante de l'intégration.
Par conséquent, 1'équation (3.4) devient :

u=¢+L1g—L 1 (Ru)— L (Nu). (3-5)

La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous forme
d’une série :

(o)
u= Z Uy, (3.6)
n=0
puis & décomposer le terme non-linéaire Nu sous forme d’une série :
(o]
Nu =) A, (3-7)
n=0
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3.1.2

Définition 3.1
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Les termes A, sont appelés polynomes d’Adomian et sont obtenus

grace a la relation suivante :
[N (Z Aiui>] n=0,12,.., (3.8)
=0 A=0

1 d"
ou A est un parametre réel introduit par convenance.

AH(MOI ul/ seey un) - Ed}&”
En substituant les équations (3.6) et (3.7) dans (3.5), on obtient :

Yun=¢+L gL RY u,— LY A, (3-9)
n=0 n=0 n=0
D’ot on déduit
up=¢+L7'g
u; = —L7'Rug — L7 Ag
Uy = —L‘lRul — L_lAl (3.10)

Uyr1 = —L7'Ru, — L71A,

Il est a noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule
qui permet de définir explicitement les u,. La relation (3.10) permet de
calculer tous les termes de la série sans ambiguité car les A, ne dépendent
que de ug, uy, ..., Up.

En pratique, il est presque impossible de calculer la somme de la série

oo
Y. u, (sauf pour des cas tres particulier). Aussi se contente-t-on générale-

n=0
ment d"une solution approchée ¢,, sous la forme de série tronquée :

n—1
Pn = Z uj,n>1.
i=0

La question qu’on peut poser est comment déterminer les (A,),>0 et
a quelles conditions la méthode converge.

Les polyndomes d’Adomian

Les polynomes d’Adomian sont définis par la formule :

Ao(u()) = N(uo)

aa [N ()],
i=0 A=0

ntdAn
La formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polyndmes
d’Adomian (A;),>o est la suivante [Adomian, 1997] :

A (g, u, oo tly) = (3.11)

Ao(uo) = N(uo)
0
Ai(ug,uy) = ulaN(uO)
0 1 ,0?
Ap(ug, ug, up) = quN(uo) + EM%WN(M())
0 92 1 5,0
As(ug, uq,up, , uz) = u3£N(uo) + uluzﬁN(uo) + g”lﬁN(“O)
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Théoreme 3.1

Théoréeme 3.2
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Cette formule s’écrit sous la forme :

Ap=)Y] c(v, )N (up),n > 1,

v=0

ou ¢(v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des
v termes u; dont la somme des indices i est égales a n, m étant le nombre
de répétitions des mémes termes dans le produit.

Convergence de la méthode ADM

D’importants théoremes ont été donnés impliquant des conditions suf-
fisantes de convergence. Toutes ces conditions portent sur I’'opérateur non
linéaire N.

En effet, de la relation (3.10) on déduit :

Si Z A, < +ooalors Z U, < +oo, (3.12)

n>0 n>0

et réciproquement.

Les premiéres preuves de convergence ont été citées par Yves Cher-
ruault. Elles sont basées sur la méthode du point fixe.

Donnons les grandes lignes de la démonstration (voir [Cherruault,
1990] pour plus de détails).

Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée a (3.1)
se rameéne a la recherche d’une suite :

Spy=u+uy+ ...+ uy,
avec Sy = 0 et vérifiant la relation récurrente suivante :
Sus1 = N(ug+Sn),So=0,u9g=¢,n=0,1,2,... (3.13)
On en déduit le résultat de convergence suivant :

Si l'opérateur N est une contraction (c’est-a-dire vérifie |N|| < 6 < 1) alors
la suite (Sy), satisfaisant la relation de récurrence S,.1 = N(ug+ S) avec
So = 0,1 > 0 converge vers S solution de S = N(ug + S).

Démonstration. De la relation (3.13), on a :

152 =S|l = [[N(uo +Sn) — N(uo + 5)
< NS =Sl < 6115w =Sl
< "S-S5
D’oi1 la convergence de la suite (S,), vers S. O

Par ailleurs, on a :

Y Au=Y up,

n>0 n>1

et comme ) u, est convergente d’apres le Théoreme 3.1, on a alors le
n>1
résultat suivant :
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Corollaire 3.1 Si N est une contraction alors les séries des u, et des A, sont convergentes. De
plus, Y. uy est solution de I'équation :

n>0

Fu=g.

Exemple 3.1 Soit I'"équation différentielle non-linéaire suivante :

W +u2=0,t>0, (3.14)
u(0) = 1. 314
Ona
Lu=u'et Nu=1u?
d
avec L = E()
L~ représente une simple intégration de 0 a t. On trouve
u=Y u, =u(0)— L! Y An (3.15)
n=0 n=0

Les polynomes d’Adomian sont :

Ay = up,

Ay = 2uguq,

Ay = 2ugup + u%,

Az = 2uguz + 2uquy,

Par conséquent on a :

uy = 1,
u, = —L7YAg) =—t,
Uy = —L_l(Al) = tz,
us = —L71(Ay) =1,
ug = —L7'(A3) =+,

Par (3.15), on a la solution de (3.14) donnée par :

Uy =1—t+2 -5+ — .

Il
gk

N
Il
=}

1
1+t

(=t)"

I
e

=
I
=}

Exemple 3.2 Soit I'équation différentielle non-linéaire suivante :

u —e*=0,t>0,
{ u(0) = 0. (3.16)

Ona
Lu=u"et Nu=¢€",

34



3.2

Chapitre 3. Méthodes semi-analytiques et leurs convergences

d
avec L = &()
L~! représente une simple intégration de 0 a t. On trouve
u=Y u,=u0)+ Lt Y A (3.17)
n=0 n=0

Les polynomes d’Adomian sont :

Ao = e”o,
Al = uy,
A, = 1o
2 = ux+ Eul'
1
Az = uz+ujux+ ﬁu?’
Par conséquent on a :
uy = 0,
u; = L7YAp) =t
1 2
U = L_ (Al) = E/
1 3
t4

Par (3.17), on a la solution de (3.16) sous forme d’une série infinien donnée

par :
2 B #

= =t+ -+ =+ —+..
u HX:‘Bun totg gt

METHODE DE PERTURBATION D'HOMOTOPIE (HPM)

La méthode de perturbation d’homotopie, a été proposée et dévelop-
pée par le mathématicien chinois Ji-Haun-He en 1999 [He, 1999a],[He,
2004],[He, 2006]. Cette méthode a été largement utilisée pour résoudre des
problémes de frontiere non-linéaire et a valeur initiale. La méthode de per-
turbation d’homotopie, est un outil mathématique puissant pour étudier
une grande variété de problémes apparaissant dans différents domaines.
Elle est obtenue avec succes par de combinaison de la théorie de 1’'homoto-
pie dans la topologie avec la théorie de la perturbation. La caractéristique
importante de la méthode de perturbation d’homotopie est qu’elle fournit
une solution presque exacte a un large éventail de problémes linéaires et
non-linéaires, sans la nécessité d’hypotheses irréalistes, la linéarisation, la
discrétisation et le calcul des polyndmes Adomian [Jin, 2008].
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3.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer le concept de base de cette méthode, nous considérons
I’équation différentielle non-linéaire suivante :

A(u)—f(r)=0,reQ, (3.18)

avec les conditions aux limites :
J
B (u,az> =0,reT, (3.19)

ou A est un opérateur différentielle général, B est un opérateur définissant
les conditions aux limites, f(r) est une fonction analytique connue, u est
la fonction inconnue et I' la frontiere du domaine Q).

D’une fagon générale, I'opérateur A peut étre décomposé en deux opé-
rateurs L et N, out L est un opérateur linéaire et N est un opérateur non-
linéaire. Donc I'équation (3.18) peut étre réécrite comme suit :

L(u) + N(u) — f(r) =0.

On construit une homotopie v(r, p) : Q x [0,1] — R, qui satisfait :

H(v,p) = (1= p) [L(v) — L(uo)] + p [A(0) = f(r)] =0, (3-20)

ou

H(v, p) = L(v) = L(uo) + pL(uo) + p[N(v) = f(r)] =0, (3.21)

our € (O, p € [0,1] est le parametre d’homotopie et uy est une approxi-
mation initiale de 1'équation (3.18) qui satisfait les condition aux limites

(3-19).
D’apres les équations (3.20) et (3.21) nous avons :

H(v,0) = L(v)— L(up) =0,
H(v,1) = A(v)—f(r)=0.
Le changement de p de zéro a l'unité transforme uo(r) en u(r). En
topologie avec cette derniére propriété, la fonction v(r, p) est appelée ho-
motopie. Selon la méthode HPM, nous pouvons utiliser le parametre p

comme un petit parameétre, et supposons que les solutions des équations
(3.20) et (3.21) peuvent étre écrites comme une série de puissance de p :

v =100+ po1 +pPOr+...= Y P (3.22)
i=0
Pour p = 1, la solution approximative de 1’équation (3.18) devient :

u=limov=v9+v1+v2+..= Zvi. (3-23)
i=0

p—1
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3.2.2 Analyse de convergence

Dans cette paragraphe, on étudie la convergence de la méthode HPM
[Biazara et Ghazvini, 2009],[Ayatia et Biazar, 2015].
On peut réérire la relation (3.21) comme suit :

L(v) = L(uo) = p [f(r) — L(uo) — N(v)]. (3.24)

En remplacant (3.22) dans (3.24), on obtient :

i=0

L (i pl’vz) ~ L(ug) = p [f(r) ~L(u) - N (i p)] L (a3

i=0 i

Ainsi

iL (vi) — L(uo) = p [f(r) — L(uo) — N (i})r)ivi)] : (3.26)

i=0

Selon le développement de Maclaurin de N ( OZO; pivi) par rapport a p,
i=0

nous avons :

N <Z p%) = ) (mapnN ( Plvz)) P (327)
i=0 i=n=0 ' i=0 p=0

D’aprés [Ghorbani, 2009], on a :

-N p'v; = -N p'v; .
Ip i=0 =0 op i=0 =0
i - (1 0" S i
N vai =) Eap”N ) P p.
i=0 n=0 : i=0 p=0

1 an n .
Hn(vo,vl,...,vn) - Eapn [N (Z plvi>] N = 0/ 1/21“'/ (328)
. p=0

Alors

Posons :

i=0

ou H,, sont appelés polynomes de He [Ghorbani, 2009].
Alors

i=0

N (Z Pivi> =Y Hyp'. (3-29)
i=0

En remplagant (3.29) dans (3.26), on obtient :

iL (vi) = L(uo) = p [f(r) — L(uo) — iHiPi - (3-30)

i=0 i=0
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En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on

trouve :
p’ : L(vo) — L(u) =0,
p' : L(v1) = f(r) — L(uo) — Ho,
p> i L(v) =—H, (3.31)
p> : L(vs) = —H,,

5 . v3=—L"1(Hy), (3-32)

Théoréme 3.3 La solution de I'équation (3.18) obtenue par la méthode de perturbation d’homoto-
pie est équivalente a la détermination de S,, donnée par :

S, =v1+v+..4+v,5 =0, (3-33)

en utilisant le schéma itératif

Sut1 = —L 7Ny (Su +v0) — uo + L1 (f(1)), (3-34)

n n
Ny (Z vz-) =) Hyn=0,12,.. (3.35)

i=0 i=0

Démonstration. Pour n = 0, d’aprés (3.34), on a :

51

= —L"No(So+v0) —uo+ L~ (f(r)) = —L7" (Ho) —uo+ L' (f(r)).

Alors
U1 = —Lt (Ho) — Ug + Lt (f(i’)) .

Pour
S = —L7'Ni(S1+00) —uo+ L1 (f(r))
= —L7'(Hi+ Ho) —uo+ L' (f(r))
= —Lil (Hl) + 1.

Selon S, = vy + v, on obtient :

vy = —L7' (Hy).
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La démonstration de ce théoréme se fera par induction.
Supposons que :

Okp1 = —L71(Hy), pourk =1,2,..,n —1,
donc

Spi1 = —L_an (Sn + UO) — U+ L (f(T))

= —L (i&) —uo+ L7 (f(r))
i=0

n

= =Y LTN(H) —ug+ L7 (f(r)

i=0
= 01+ 02+ ..+, — L (Hy).
Puis, a partir de (3.33), on peut trouver
Upi1 = —L7' (Hy).

Ce résultat est identique a celui de (3.32) obtenu par la méthode HPM.
O

Théoréme 3.4  Soit B un espace de Banach.

1) Y, v; converge vers S € B, si
i=0
F(0 <A< telque (Vn € N = ||v,|| < A|vu—1]]).  (3.36)
2) S= OZO: v; vérifie
i=1

1
S=—L'N(S+wvy) —up+ L7 (f(r)). (3.37)
Démonstration. 1) ona:
11 = Sull = lonsall < Aflonll < A2 o] < . < A" o]

Pour n,m € IN,n > m,nous avons :

IS0 = Sull = [[(Sn = Su-1) + (Su-1 = Su-2) + . + (Smt1 — Su)
< NS0 =S + 1(Sn-1 = Sn-2) [ + - + [|(Sms1 = Sm)
< A" ool + A" oo 4 e 4+ AT oo |
g<ﬂ+ﬂ4+AJMQwﬂ
< (/\’”“ Fo b AT +) [N
< ATHA 4 A+ A+ L) oo

Am+l
< .
< 1 ool
Ainsi
lim ||S; — Swl| = 0.
n,m—o0

(S”)HZO/ est suite de Cauchy dans 1’espace de Banach, et elle est
convergente, c’est-a-dire :

1S € B, avec :nli_r>nOOSn = Z v, = S.

n=1
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2) D’aprés (3.34),on a:
lim S,.1 = —L7! lim Ny (Sn +v0) — 1o + L~ (f(r))
[e0] n [e0]

n—-

n—»00 .
i=0

= —L7!'lim N, (im) — o+ L1 (f(r))

S = —L7'lim ZH—Mo-i-L (f(r)

1’1—}00

= —L7! ZHZ- —ug+ L7 (f(r)).

i=0

Par (3.35) et (3.29), pour p = 1, il vient

Zi;Hi:N<li;vi>.

Ainsi

MS

S = -L7'N i) —ug+ L7 (f(r))
i=0

= —LIN(S+wy) —ug+L71(f(r)).

Lemme 3.1 L'équation (3.37) est équivalente a :
L(u) + N(u) — f(r) = 0. (3:39)
Démonstration. On écrit I'équation (3.37) comme suit :
S+ug=—LIN(S+uvp) + L7 (f(r)).
En appliquant l'opérateur L a 'équation précédente, on obtient :
L(S+up) =—N(S+uv)+ f(r).
Comme uy = vg,

L(S +v0) = =N (S +v0) + (7).

Soit u = S+ vy = ) v;, 'équation (3.38)) devient I’'équation d’origine.
i=0
La solution de 1’équation (3.37) est la méme que celle de la solution de
A(u)—f(r)=0. O
Définition 3.2 Pour tout i € IN, on définit :

vit1l
e [ i el # 0
0, il =0.

Dans le Théoréme 3.4, ). v; converge vers la solution exacte, lorsque 0 <
i=0
A < 1.
Si v; et v} sont obtenus par deux différentes homotopies, et A; < Al pour
/

oo (e ]
chaque i € IN, le taux de convergence de ) v; est supérieure d ), v;.
i=0 i=0
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Exemple 3.3 On considere I'équation différentielle non-linéaire suivante :

u'+u?=0,t>0,teqQ,
w(0) = 1. (3-39)

Selon la méthode HPM, on peut construire I’homotopie suivante : u : ) X
0,1] — R

1=p) (@ —up) +p(0' +0*) =0,pe[0,1],t€Q, (340

avec ug = 1.
les solutions de I'équation (3.39), peuvent étre écrites sous forme de série :

v =0p + por + pPoa + .. (3.41)

En remplagant (3.41) dans (3.40) et en identifiant les termes avec ceux de
mémes puissances de p, on obtient :

P’ o) =up,
pl 1 v = —up—v3,v1(0) =0,
p2 : Ulz = —2000],02(0) = O,

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont données par :

0

p° o vo=1,
pl v = —t,
pz D vy =1,

Donc la solution de I'équation (3.39) est :

u = limv=vg4+v1+0vo+..=1—t+—..
p—1
d 1
= Y=
= 1+t

Exemple 3.4 On considére I"équation de Riccati suivante :

W =2u—u*+1,t>0,teQ,

On cherche la solution avec la méthode HPM, nous pouvons construire I’ho-
motopie suivante : u : Q) x [0,1] — R

(1—p) (@' —up) +p(v' =20+ 2> =1) =0,p €[0,1],t € O,
Les solutions de I'équation (3.42), peuvent étre écrites sous forme de série :

v =170+ pv1 —|—pzvz+...
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En identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, on obtient

PO v = up,

p' vl tugt+ui-1=0,

p2 vh + 20901 = 0,

p? vh + 0] + 20901 = 0,

pt v} + 0] + 20903 + 20105 = 0,

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont donnés par :

0

p- . vy =1t
1

pl 0121(—1—|—et—2t—|—2t2),
1

p* vzzi(tz—tzet+2t3),

En prenant p = 1, la solution approximative de I’équation (3.42) est donnée
par :
U=799+01+0+..

ce que veut dire que
1 1
w=ttg (—1+e" —2t +21%) + (2 — e +2P) + ...

D’autre part, apres I'utilisation du développement de Taylor de e' au voisinage
de zéro, la solution de I'équation (3.42) est donnée par :
1t5 _ Zté 53 71

1, 1
= t+£2+ 80—t - T B
! Tt T T Tt Tas T

1 V2-1
1+ V2tanh <\f2t+210g<ﬁ+1)).

METHODE D’'ITERATION VARIATIONNELLE (VIM)

La méthode d’itération variationnelle (VIM) a été proposée et dévelop-
pée par le mathématicien chinois Je-Haun-He au début des années 1990
[He, 1999b],[He, 2000],[He, 2007], elle a été proposée la premiére fois pour
résoudre des problemes en mécanique. Cette méthode a été employée
pour résoudre une grande variété de problemes linéaires et non-linéaires
avec des approximations successives rapidement convergentes vers la so-
lution exacte si elle existe. La méthode est basée sur la détermination du
multiplicateur de Lagrange de facon optimale par l'intermédiaire de la
théorie variationnelle.
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Description de 1a méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on consideére 1'équa-
tion différentielle non-linéaire suivante :

L(u) + N(u) = g(t), (3.43)

ou L est un opérateur différentiel linéaire, N est un opérateur non-linéaire
et ¢ une fonction connue.

Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la mé-
thode d’itération variationnelle suivante :

t

() = () + [ AT [L (1a(1)) + N(T(0)) = g(0)] d,n 2 0, (3.49)
0

ot A est un multiplicateur générale de Lagrange. L'indice n représente la
nieme approximation et i, (7) est considéré comme une variation restreinte
c’est-a-dire 6u,(t) = 0. Pour résoudre 'équation (3.43) par la méthode
VIM, on doit d’abord déterminer le multiplicateur de Lagrange A qui va
étre identifier de maniere optimale via l'intégration par parties. Alors les
approximations successives u, de la solution u(t) vont étre obtenues en
utilisant le multiplicateur de Lagrange et une fonction ug bien choisie (qui
doit au moins satisfaire les conditions initiales), par conséquent, la solu-
tion exacte sera la limite :
lim u,(t) = u(t).

n—-oo

Approche alternative du VIM

Dans ce paragraphe, on présent une approche alternative du VIM.
Cette approche peut étre réalisée de maniere fiable et efficace, pour ré-
soudre 1’équation différentielle non-linéaire suivante :

Lu(t) + Nu(t) = g(t),t > 0. (3-45)
avec les conditions initiales
u(k)(O) =c,k=0,1,..,m—1, (3.46)
m
ot L est un opérateur différentiel linéaire défini par L = FTL m € IN, N est

un opérateur non-linéaire, ¢ une fonction connue et ¢, sont des nombres
réels.

Selon la méthode d’itération variationnelle, on peut construire une for-
mule de correction fonctionnelle pour (3.45) comme suit :

ua (1) = u(t) + [ AND) (L) + N(@) =gl dr,  Gan)
0

ol A est un multiplicateur général de Lagrange, qui peut étre identifie de
maniere optimale par la théorie variationnelle. Ici, nous appliquons des
variations restreintes au terme non-linéaire Nu, dans ce cas, nous pouvons
facilement déterminer le multiplicateur.
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Puis rendre la correction fonctionnelle (3.47) stationnaire en remar-
quant que 61y (7) = 0, 'équation :
t

St (£) = Sug(£) + 6 / A7) (Lug(7) — g(T))]dt,  (348)
0

donne les multiplicateurs de Lagrange suivants :

A = —1 pourm=1,
A = T—tpourm=2,
et en général :
_ (_1)111 m—1
A= =1t (T—1) pour m > 1. (3-49)

Par conséquent, en substituant (3.49) dans la fonctionnelle (3.47), on
obtient la formule d’itération suivante :

) =)+ [ [0 =0 () + Nur) - g(0)]
0

(3-50)
Maintenant, nous définissons 'opérateur A (1) comme :

Au) = O/ [((m‘f)l) (x= 1" (Lan(2) + Nug(o) — () T, G50

et on définit les composants vy, k = 0,1,2, ..., comme suit :

Up = Uo,
v1 = A (),
vy =A(vo+v1), (3.52)

U1 = A(vo+ 01+ ... +0g) .

Donc, nous avons

u(t) = klim ug(t) = ki:)vk(t).

—00

Finalement, la solution du probleme (3.45) peut étre déduite en utili-
sant (3.51) et (3.52), sous forme de série :

u(t) =) oi(t). (3-53)
k=0
L'approximation initiale v9p = uy peut étre choisie librement si elle

satisfait aux conditions initiales du probleme. Le succes de la méthode
dépend du bon choix de I'approximation initiale vg. Dans cette approche
alternative, nous choisissons l'approximation initiale comme suit :

m—1

Ck
v = kZé at (3.54)
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3.3.3 Analyse de convergence

Dans ce paragraphe, nous étudions la convergence de la méthode d’ité-
ration variationnelle, selon I’approche alternative de la méthode VIM pré-
sentée dans le paragraphe précédent [Tatari et Dehghan, 2007],[Odibat,
2010].

Théoreme 3.5 Soit H un espace de Hilbert et A : H — H, un opérateur défini par (3.51).
La solution en série u(t) = Y vi(t) converge si, 30 < < 1 tel que :
k=0
1A (00 + 01 + o+ )| < 1A (@0 401+ 0],

c’est-d-dire
ksl < 7 [[okll, Yk € NU{0} .

Démonstration. Soit (S,),~, une suite définie comme suit :
S0 = vo,

S1 =09+ 11,
S =vg+ 01+ 02,

S, = vy + v1 + 03... + Uy

On montre que (Sy),~, est une suite de Cauchy dans I'espace Hilbert

H.
Pour cela, on a :
1Snt1 = Sull = loarall < vlloall <22 loaall <o <" o]l
Pour n,m € IN,n > m, nous avons :
||Sn - Sm” = ||(Sn - Sn—l) + (Sn—l - San) ++ (Sm+1 - Sm)”
< 1(Sn = Sl + [[(Sn—1 = Sn=2) | + - + [[(Sms+1 — Sm) |
< Yool + 9" ool + . + ™ [lvol|
< (VT ) oo
< (w“ Fot ) ool
< A" AH ) (ool
m+1

<
< 1= Il

et comme 0 < 7 < 1, on obtient :

lim ||S, — Su|| =0.

1,11 —>00

Par conséquent, (Su),> est une suite de Cauchy dans l'espace de
Hilbert H, et ceci implique que la solution en série u(t) = Y vi(t)
k=0

converge. O
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o0
Théoréme 3.6  Si la solution en série u(t) = Y. vy(t) converge, alors c’est une solution exacte
k=0

du probleme non-linéaire ( 3.45).7

Démonstration. Supposons que la solution en série u(t) = Y vi(t)
k=0
converge, alors nous avons :
lim v, =0,
k—o0
n
Z (Vkt1 — Uk) = Uns1 — o,
k=0
donc
[ee]
Y (U1 —0p) = lim (0,11 —v0) = 0. (3-55)
=0 k—o0

m
En appliquant I'opérateur L = FT N, des deux cotés de 1'équa-

tion (3.55) puis, la relation (3.54), on obtient :

[ee]

L (01 —vk) = —L (v0) = 0. (3.56)
k=0

D’autre part, a partir de la relation (3.52), on a :

L(vg1—vk) =L(A(vo+v1+...+v) —A(vo+v1+...+7v1)),k>1

En utilisant la définition de 'opérateur A(u) défini par (3.51), on ob-
tient :

Log—o) = L ( [ = Lt o+t
0
—L(vo+v1+ ... +0_1) + N (vo+ 01 + ... + %)

=N (vo+v1 +... +v1))]dT) k> 1. (3:57)

Maintenant, I'opérateur A(u), défini par (3.51), donne l'intégrale du mieme
m

fois de Lu(t) + Nu(t) — g(t). Puisque l'opérateur différentiel L = o;ltm

d’ordre m est l'inverse de l'operateur intégral m™ " fois, alors 1'équation
(3.57) devient :

L(vk4q —vg) = L(Uk>+N(Z)o+01+...—|—Uk)—N(Uo—|—01—|—...—|—0k71),k2 1.

Par conséquent, nous avons :

n

Y L(vkp1—v) = L(vo)+N(vo)—g(t)
k=0

+L (Ul) +N(UO —|—Ul) — N(Uo)
+L (Uz) —|—N(ZJ() + 01 —|—Uz) — N(Uo +7)1)

+L(vn) +N(vo+0v1+ ... +04) =N (vo+01 + ... +0-1).
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Donc

iL(UkH—Uk) =L (iw) +N<i0k) —8(t). (3-58)
k=0

k=0 k=0

De (3.55) et (3.58), nous pouvons observer que u(t) = Y. vi(t) est une
k=0
solution exacte du probléme (3.45). O
Exemple 3.5 Considérons I'équation différentielle non-linéaire suivante :
u'(t) = uP(t)+1,0<t<1, (3.59)
u(0) = 0.

La correction fonctionnelle de I'équation (3.59) selon la méthode VIM, est
donnée par :

t

1 () = () + [ A(D) () = (@) () V.
0

D’apres (3.49), le multiplicateur de Lagrange A(T) peut étre identifié comme

étant A(t) = —1, donc la formule d’itération peut étre obtenue comme suit :
t
tr () = () = [ (1) = () (¥) =D (360)
0
D’aprés la formule (3.60), nous obtenons les premiers termes de la solution
approchée :
up(t) = 0,
Ml(t) = t,
ls
u(t) = t+ 3t
_ la, 26 17
us(t) = 4B+ 0+ 2
Et comme

u(t) = lim u,(t),

n—oo

nous pouvons exprimer la solution de I'équation (3.59) sous forme d’une série
convergente vers la solution exacte donnée par :

1 2 1
u(t) = t+§t3+ﬁt6+@t7+...
= tan(t).

Exemple 3.6  Considérons I'équation différentielle linéaire suivante :

u"(t)+u(t) = 0,0<t<1, (3.61)
u(0) = 1,4'(0)=0
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La correction fonctionnelle de I'équation (3.61) selon la méthode VIM, est
donnée par :

Ui (£) = un(b) + / A(T) (1 (T) + un(T))dT.
0

D’aprés (3.49), le multiplicateur de Lagrange A(T) peut étre identifié comme
étant A(T) = T — t, donc la formule d’itération peut étre obtenue comme suit :

t

1 (8) = 0n(6) + [ (7 = 1) (1,(7) + (7)), (3.62)
0

D’aprés la formule (3.62), nous obtenons les premiers termes de la solution
approchée :

up(t) = 1,

n(t) = 1-%#,

u(t) = 1—%1‘2—1—%1‘4,
us(t) = 1—lt2—|—lt4—lt6

2! 4! 6!’

Et comme
u(t) = nh_r)nooun(t),

nous pouvons exprimer la solution de I'équation (3.61) sous forme d’une série
convergente vers la solution exacte donnée par :
Lo, 1a 1
n tZk

_ p ok
- nh_r>noo]§)( 1) T cos(t).

NOUVELLE METHODE ITERATIVE (NIM)

Récemment, Daftardar-Gejji et Jafari [Daftardar-Gejji et Jafari, 2006]
ont proposé une nouvelle technique de résolution d’équations fonction-
nelles linéaires / non-linéaires appelée nouvelle méthode itérative (NIM)
ou (DJM). La nouvelle méthode itérative a été largement utilisée par de
nombreux chercheurs pour le traitement d’équations différentielles ordi-
naires et aux dérivées partielles, linéaires et non linéaires d’ordre entier et
fractionnaire. La méthode converge vers la solution exacte si elle existe par
des approximations successives. L’avantage de cette méthode est qu’elle
est facile & comprendre et a appliquer, elle fournit de meilleurs résultats
et ne nécessite aucune hypothese restrictive pour les termes non linéaires,
contrairement a certaines techniques existantes.
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3.4.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base du NIM, considérons 1'équation fonc-
tionnelle générale suivante :

U= N(u) +fl (3-63)

ol N est un opérateur non-linéaire d'un espace de Banach B — B et f
est une fonction connue.
On cherche une solution u de I’équation (3.63) sous forme d’une série :

u=)y u. (3.64)
i=0

L’opérateur non linéaire N peut étre décomposé comme suit :

(£ oo £ o (£n) ()] oo

A partir des équations (3.64) et (3.65), 'équation (3.63) peut étre repré-
sentée sous la forme suivante :

—_

iui:f+N(uo)+i{N (iu]) —N(l u]->}. (3.66)
i=0 ‘ j=0 0

i=1 j

Nous définissons la relation de récurrence :

ug = f,
u = N(uo), (367)

n n—1
Upt1 = N (Zw) - N (Z uj> n=12,..
=0 =0

Puis

uy+us+ ..+ uypr =N@wo+u+...+uy),n=12,.,

u= Zui:f+N(Zui> .
i=0 i=0
Si N est une contraction, ¢’est-a-dire :
IN(x) = N(y)[| < kl[x —yl,0 <k <1,

alors, a partir de (3.67), nous avons

up = f,
[uall = [N (uo) || < kl[uoll,
lus|| = |IN (uo+u1) — N (uo) || < kljua || < K*||uol|
lus|| = [N (uo+u1 +u2) — N (ug + u1) || < klfuz|| <K luol]
ltns1ll = |IN(uo+us+..+uy) — N (uo+uy + ... +uy_1) ||

IN

k||| < K uoll,n =0,1,2, ...,
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[e0]

et la série ) u; converge absolument et uniformément vers une solution
i=0

de I’équation (3.63), ce qui est unique du point de vu du Théoreme des

points fixes de Banach 1.2. Pour plus de détails, vous pouvez voir [Bhale-
kar et Daftardar-Gejji, 2011].
La solution approximative a n-terme de 1’équation (3.63) est donnée

par :
n—1

u = Zui:uo—f—ul—l—...—i—un_l.
i=0

3.4.2 Convergence de NIM

Nous analysons maintenant la convergence du NIM pour résoudre
toute I’équation fonctionnelle générale (3.63).

Soite = u —u*, ot u est la solution exacte, u* la solution approximative
et e 'erreur dans la solution de (3.63), évidemment e satisfait (3.63), c’est-

a-dire :
e=Nf(e)+f,
et la relation de récurrence (3.67) devient :
e = f,
er = N (80) ,

n n—1
bptr1 — N €]' —N 28]' ,Tl:1,2,...
j=0 j=0

Si ||N(x) — N(y)|| < k|x —yl,0 < k < 1, alors

eo = f,
ler] = [IN(eo) || < klleol],
lea]l = [IN(eo+e1) — N (eo) || < kller] < K*[leol]
les]l = [IN(eo+e1+e2) — N(eo+er) |l <kllea] <Kleoll
llent1l] = |IN(eo+e1+...4+es) —N(eop+er+...4+eu—1) ||

< klleall < K™V leoll,n =0,1,2, ...

Donc e,11 — 0 quand n — oo, ce qui prouve la convergence du NIM
pour résoudre "équation fonctionnelle générale (3.63).

Exemple 3.7  Considérons I'équation de Riccati suivante :

u'(t) +u?(t) =1,t >0, (3.68)

avec la condition initiale
u(0) = 0. (3.69)
En intégrant I'équation (3.68) de 0 a t et en utilisant la condition initiale

(3.69), on a:

u(t) = t—/uz(T)dT
0
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ol
f =t
t
N(t) = — [w()de
0
En appliquant NIM, nous avons les premiéres approximations suivantes :
up(t) = t,
t3
w(t) = Nwo(t) = —=,
2 1
up(t) = N(ur(t) +uo(t)) — N(uo(t)) = Bt5 _ @t7,

etc.
Et comme

= Y ult)
=0

nous pouvons exprimer la solution de I'équation (3.68) sous forme d'une série
infinie par :

u(t) = t—§+ﬁt5—%t7+
2t _ 1
= i1
Considérons I'équation différentielle non-linéaire suivante :
u (t) +2u'(t) +u(t) +8us(t) =1 —3x, (3.70)
avec les conditions initiales
u(0) = 3,1(0) = 5. G71)

En intégrant deux fois les deux cotés de I'équation (3.70) de 0 a t et en utilisant
les conditions initiales (3.71), on a :

u(t) = §+2+t2_t3_2/u // 7) + 8u*(7)) drdt
0 00
2 3 ! !
= ;-l—z-l-t—t—ZO/u O/t—r)( u(t) +8u(t)) dt
= f(O)+N(u(t)),
ol
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En appliquant NIM, nous avons les premiéres approximations suivantes :

A
uolt) = 27273

5¢2 1188 7 7P

) = Nu(t))=—t———— -

(1) (uo(t)) 1 12 21T

19¢44 31 371t°
ur(t) = N(ui(t) +uo(t)) — N(uop(t)) = t2 4+ 2t> + + —

16 80 720 ’

Et comme

u(t) =) uit),
i=0

on peut exprimer la solution de I'équation (3.70) sous forme d'une série infinie
par :

1 2 Pt

H = Z(1—t+=———+——..
u(t) 2 < 276t >
L
= Ee
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DANS ce chapitre, nous présentons des algorithmes appropriés pour
résoudre les équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre
fractionnaires, ot la dérivée fractionnaire est au sens de Caputo, en uti-
lisant différentes méthodes dite : FNDM, NHPM, NVIM et NINTM ainsi
que les méthodes dite : méthodes combinées d’ADM, HPM, VIM et NIM
avec la transformation naturelle.
Nous commencerons par présenter la définition et certains résultats
fondamentaux sur les propriétées de la transformation naturelle, puis
nous présentons les principes de base de ces méthodes et aussi quelques
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applications aux équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre
fractionnaire. A la fin de cette theése, nous présentons nos résultats sous
forme d’articles pour la résolution d’une certaine classe d’équations aux
dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle dite :
"Nonlinear Caputo time-fractional wave-like equations with variable co-
efficients”, moyennant ces méthodes.
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4.1 TRANSFORMATION NATURELLE

Les méthodes de transformations intégrales ont leur origine qui re-
montent au XIX° siécle par les travaux de Joseph Fourier et Oliver Heavi-
side. L'idée fondamentale est de représenter une fonction f(t) en termes
de transformation F(z)

F(z) = / K0,

—00

ot les fonctions K(z, t) sont appelées noyaux.

Il y a un certain nombre de transformations intégrales importantes
comme celle de Fourier, Laplace, Sumudu, Hankel, Laguerre, Hermite et la
transformation de Mellin. Ils sont définis en choisissant différents noyaux.

4.1.1  Définitions et propriétés

Dans cette partie, nous présentons les définitions et les propriétés de
la transformation naturelle.

Soit une fonction f(t),t € R, alors la transformation intégrale générale
est définie par :

+0o
TIO)6) = [ Kisnf(byt, 41)
ot K(s,t) représente le noyau de la transformation, s est un nombre réel
(complexe) indépendant de t. Notons que lorsque K(s, t) est e, t],(st),
et t°1(st), alors I'équation (4.1) donne respectivement la transformation
de Laplace, la transformation de Hankel et la transformation de Mellin.
Maintenant, pour f(t),t € (—oco,0), considérons les transformées in-
tégrales définies par [Khan et Khan, 2008] :

“+00
THO ) = [ KOSt 42)

et
—+o0

TUO](50) = [ K Ofent. @3)

—00

Le noyau K(t) = e~! dans I'équation (4.2) donne la transformée inté-
grale de Sumudu ot1 le parametre s est remplacé par v. I’équation (4.3) est
la combinaison des transformées intégrales (4.1) et (4.2) avec les noyaux
déja définis. De plus, pour toute valeur de 7, les transformées généralisées
de Laplace et de Sumudu sont définies respectivement par [Khan et Khan,

2008] :
—+00
LIFO]=Fs) =" [ e f(st)at, (4.4)
et joo
SIF(H] = Glo) =" [ e flem byt (4.5)

0
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Notons que lorsque n = 0, ’équation (4.4) et '’équation (4.5) sont res-
pectivement les transformées de Laplace et de Sumudu.

La transformation naturelle de la fonction f(¢) pour t € R est définie
par [Belgacem et Silambarasan, 2012] :

+o0

N [f(8)] = R(s,0) = / e~ f(ot)dt, 5,0 € (—c0,0), (4.6)

—0o0

ou N [f(#)] est la transformation naturelle de la fonction f(t) et les va-
riables s et v sont les variables de transformation naturelle. De plus, si
la fonction f(t)H(t) qui est définie sur 1’axe réel positif, ou H(.) est la
fonction de Heaviside, t € (0,0), si on suppose que :

L} .
A= {f(t)/EIM,Tl,Tz >0,|f(H)] < Me", ift € (—1)) x[0,00),j = 1,2,...},

alors, la transformation naturelle est définie comme suit :

—+o00
NIFOH®] = NTFO] =R (5,0 = [ fondt 4)
0
17
= 5/6 o f(t)dt,s,v € (0,00).
0

Notons que si v = 1, I'équation (4.7) est réduite a la transformation
de Laplace et si s = 1, I'équation (4.7) est réduite a la transformation de
Sumudu.

Propriétés

Quelques propriétés de base de la transformation naturelle sont don-
nées comme suit [Belgacem et Silambarasan, 2012] :
1) La transformation naturelle est un opérateur linéaire. Autrement
dit, si A et u sont des constantes non nulles, alors :

NTAf() £ pg(B)] = ANT[F()] £ pNT [g(H)].
2) Si f(")(t) est la dérivée n’" de la fonction f(t) par rapport a ”t”

alors sa transformation naturelle est donnée par :

n n—1 .n—(k+1)
NT {f(”)(t)} :R,f(s,v):f)—nRJ“(s,v)—Zs ’
k=0

on—k ® <0)

3) (Propriété de convolution) Supposons que F' (s,v) et G*(s,v) sont
les transformées naturelles de f () et g(t) respectivement, définis sur
I'ensemble A, alors la transformation naturelle de leur convolution
est donnée par :
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NTI(f*g) ()] =vF"(5,0)G"(s,0),

ot la convolution de deux fonctions est définie par :

(F+8) (1) = [ F@g(t -2 = [ f(t-2)g(E)de.
0 0

4) Quelques fonctions élémentaires et leurs transformations.

N = 4,
S
0
N+[t] - 57,
tn—l ,UVl—l
+ - - < _
N [(n—l)!] = S71,71—1,2,...
N[ = r(a+1)50%,a>—1.

[Khalouta et Kadem, 2019c] Soient n € IN* et & > O tels quen —1 < o < n, et
R*(s,v) est la transformation naturelle de la fonction f(t), alors la transforma-
tion naturelle notée par °R;f (s,v) de la dérivée fractionnaire de Caputo de f(t)
d’ordre w, est donnée par :

n=1 ga—(k+1)

N D] =5 R (5,0) = SR (5,0) — Y- [P 4

k=0

Dans ce travail, nous considérons la dérivée fractionnaire temporelle
au sens de Caputo.

Soit u(x,t) € C"{(IxR"),n € N*,x € I C R. la dérivée fractionnaire
temporelle au sens de Caputo de u est définit pour t > 0 par :

t n
#f (t—7)" ! %):T)d’r,n —1l<a<n,
CD?L{(X, t) — F(n — IX) 0 oT
"u(x,t)
T, N =n.

METHODE DE DECOMPOSITION NATURELLE FRACTION-
NAIRE (FNDM)

Pour illustrer les idées de base de la méthode de décomposition na-
turelle fractionnaire (FNDM) [Khalouta et Kadem, 2019c], considérons
I’équation aux dérivées partielles non-linéaire non-homogene d’ordre frac-
tionnaire temporelle suivante :

‘Diu(x,t) + Lu(x,t) + Nu(x, t) = g(x,t),t > 0,x € R, (4-9)

avec les conditions initiales

oui(x,0)

T u(i)(x,O) = fi(x),i=0,1,2,..,n—1, (4.10)
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ou ‘Df désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «, out
n—1<a < nn e IN¥ L est un opérateur linéaire, N est un opérateur
non-linéaire et g(x, t) est le terme source.

En appliquant la transformée naturelle aux deux membres de 1'équa-
tion (4.9), on obtient :

Nt [Dfu(x, t)] = =N [Lu(x, t)] = NT [Nu(x,t)] + Nt [g(x,1)].

En utilisant le Théoreme 4.1 et les conditions initiales (4.10), nous
avons :

Ny = ST ST 0w+ DN s )

s% = szfk

_ N [Lu(x, £) + Nu(x, )] (4.11)

StX

Par la transformée naturelle inverse aux deux membres de (4.11), nous
avons :

u(x,t) = G(x,t) =N ! (:::/\/'+ [Lu(x,t) + Nu(x,t)]) , (4.12)

out G(x, t) représente le terme découlant du terme source et des conditions
initiales prescrites.

Maintenant, nous représentons la solution approximative sous forme
d’une série infinie :

u(x, t) =Y un(x, t). (4.13)
n=0
Le terme non-linéaire peut étre décomposé en :
Nu(x,t) =Y Ay, (4-14)
n=0
ou A, est un polyndme d’Adomian, qui peut étre calculé a I'aide de la

formule (3.8).
En utilisant (4.13) et (4.14), nous pouvons réécrire (4.12) comme :
(4.15)

e} B ,00( o e}
Y un(x,t) =G(x, t) =N} (Stx./\/'+ [L (Z un(x,t)> + Y Ay
n=0 n=0 n=0
qui est la combinée de la méthode de décomposition d’Adomian et de la
transformée naturelle de dérivée fractionnaire au sens de Caputo (FNDM).
En comparant les deux membres de 1'équation (4.15), on obtient :

up(x,t) = G(x,t),

(ot = N (N (Lo, £) + Ao]) ,
() = N (N (Lats (x, ) + A1]> ,
us(x,t) = —N1 (:::NJF [Lup(x, t) + A2]> p

58



Chapitre 4. Les méthodes FNDM, NHPM, NVIM et NINTM pour résoudre les
équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire

En général, la relation récursive est donnée par :
up(x,t) = G(x,t),
(V"
Upir(x,t) = —N1 (s”‘N+ [Lup(x, t) + An]) ,n>0.

Finalement, la solution approximative de 1'équation (4.9) est donnée
par :

N <)
u(x,t) = lim Z%)un(x,t) = ;)un(x,t).

N—0c0 "=

4.2.1  Applications de la méthode FNDM
Exemple 4.1 On considere I'équation de Burger d’ordre fractionnaire temporelle suivante :
‘Diu+uuy —uyy =0,0< a0 <1, (4.16)
avec la condition initiale
u(x,0) = x. (4-17)
La solution exacte de I'équation (4.16) pour « =1 est :

X
u(x,t) = m,|t| < ].

En appliquant la transformée naturelle des deux membres de I'équation (4.16),
et en utilisant le Théoreme 4.1, nous avons :

Nt u(x, t)] = %x — :—:N+ [ty — Uyy] . (4.18)

Par la transformée naturelle inverse aux deux membres de (4.18), nous avons :
1 (0"
u(x,t)=x—-N~ <SOCN+ [ut, — uxx]> )

En utilisant (4.15) nous pouvons obtenir la formule d’itération :

ni;)un(x,t) =x- N1 (ZS)Z./\/'+

i Ap — unxx] ) , (4.19)

n=0

ot Ay est un polyndme d’Adomien, qui représente le terme non-linéaire uiiy.
Les premiers termes du polynomes d’Adomien, sont donnés par :

Ao = uoloy,

A1l = uglix + Uglloy,

Az = ugloy + Uil + Udligy,

A3z = uguzy + Uglipy + Ul + U3y,
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En comparant les deux membres de I'équation (4.19), on obtient :

up(x,t) = x,
ui(x,t) = —N71 (ISJ—Z/\/Jr [Ag — u0xx]> = —xﬁt“,
up(x,t) = —N1 (:—a./\/”r [A] — ulxx]) = xﬁtz”‘,
o 2
us(x,t) = —N71 (zsj—aj\/”r [Ay — uzxx]> = — 4r1,2(?“—:_11))j;(r3562j_~1|_)1) 13,

Donc, la solution approximative de I'équation (4.16) est donnée par :
1 2

t) = 1-— t*
uxt) = x < Ta+1) 'TRat1)

AT (a+1)+T(2a+1) 4,
TR TGar 1) +>

t20c

(4.20)

Pour o = 1, la solution (4.20) devient :
u(x,t) =x(1—t+£2—-F+..),

ce qui donne :
x
)= ——,[t] <1,
u(xt) = 7 It

qui est la solution exacte de I'équation de Burger (4.16) dans le cas classique.

a=0.7 «=0.9

FIGURE 4.1 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec quatre termes par la méthode FNDM de I'équation (4.16).
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1 T T T T T T T T T
Solution exacte
ra=1
0.95 |- N =0.95
AN a=0.8
AN — — a=0.7
AN
L AN
0.9 N
AN
AN
= AN
X 085
]
AN
~
> ~
0.8 >
~
~
~
~
~
0.75 N
~
~
07 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 002 004 006 008 01 012 0.14 0.16 0.18 0.2
t

FIGURE 4.2 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives avec
quatre termes par la méthode FNDM de I'équation (4.16) avec x = 1.

TABLE 4.1 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques
des solutions approximatives avec quatre termes par la méthode FNDM pour différentes
valeurs d’ordre a de I'équation (4.16) avec x = 1.

t x =0.8 a«a=09 a=1 Solution exacte |Uexacte — UENDM]|

0.1 0.85743 0.88523  0.909 0.90909 9.0909 x 10>
0.3 0.68866 0.73076  0.763 0.76923 6.2308 x 1073
0.5 0.48588 0.57093  0.625 0.66667 4.1667 x 1072
0.7 0.17858 0.34151  0.447 0.58824 1.4124 x 1071
09 -0.27619 —-0.00741 0.181 0.52632 3.4532 x 10!

Exemple 4.2 On considere I'équation aux dérivée partielle non-linéaire d’ordre fractionnaire
temporelle suivante :

CDf‘u+%uux:O,t>0,x#0,1 <a<2, (4.21)
avec les conditions initiales
u(x,0) =0,us(x,0) = % (4.22)
La solution exacte de I'équation (4.21) pour &« = 1 est :
u(x,t) = tan <i> ,x # 0.

De la méme maniere que ci-dessus, nous avons :

) t o 7 @
;)un(x,t) = ; —./\/'71 (:(XN+ [t ;}An

) , (4-23)

ot Ay est un polyndme d’Adomien, qui représente le terme non-linéaire vvy.

61



Chapitre 4. Les méthodes FNDM, NHPM, NVIM et NINTM pour résoudre les
équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire

Les premiers termes du polyndmes d’Adomien, sont donnés par :

Ao = uoloy,

A1 = uglix + Uplloy,

Ay = ugloy + Ul + Uoliy,

Az = uuszyx + Uylox + Uiy + Usoy,

En comparant les deux membres de I'équation (4.23), on obtient :

up(x,t) = %r

u(x,t) = —N7! (ZN+ :?Ao:> = wi?,

ua(x ) = —N7 <Z::N+ :3A1:> - r(2i6+ 2) tz;H’

R ) I N

Donc, la solution approximative de I'équation (4.21) est donnée par :

2 ttx-‘rl 16 t2a+l

I(a+2) x3 * F2a+2) x5

24 [(2a +2)7 3+
I'(3+2) 2(a+2)| x7

t
u(x, t) = ot

+

+ .. (4-24)

Pour o = 2, la solution (4.24) devient :

u(xt)_£+1 i 3_|_£ E 5_|_£ £ 7+
" x 3\« 15 \ x 315 \ x
ce qui donne :
t
u(x,t) = tan (x> ,x # 0.

qui est la solution exacte de I'équation (4.21) dans le cas classique.

TABLE 4.2 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques
des solutions approximatives avec quatre termes par la méthode FNDM pour différentes
valeurs d’ordre o de I'équation (4.21) avec x = 1.

t a=18 a=19 a=2 Solution exacte |texacte — UENDM]

0.1 0.10068 0.10048 0.10033 0.10033 2.1958 x 10~
0.3 0.31573 0.3121 0.30934 0.30934 4.4675 x 1077
0.5 0.57389 0.55819 0.54625 0.5463 4.7530 x 10>
0.7 092447 0.87665 0.84119 0.84229 1.1012 x 1073
09 14629 1.3380 1.2475 1.2602 1.2613 x 1072
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a=1.7 a=1.9
10 2
<5 T
=1 =1
0 0
0.1 1 0.1 1
0.05 05 0.05 05
00 0 0
t X t X
a=2 Solution exacte
2 2
Z Z
=1 =1
0 0
0.1 1 0.1 1
0.05 05 0.05 05
00 0 0
t X t X

FIGURE 4.3 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec quatre termes par la méthode FNDM de I'équation (4.21).

25 T T T T T T T T T
— Solution exacte
ra=2
——a=1.95
2r a=1.8
— — a=17
15
3
]
1k
05F
-
///
0 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1

FIGURE 4.4 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives avec
quatre termes par la méthode FNDM de I'équation (4.21) avec x = 1.

Exemple 4.3 On consideére I'équation aux dérivée partielle non-linéaire d’ordre fractionnaire
temporelle suivante :

‘Difu—3uuy =0,t >0,x #0,2 <a <3, (4.25)

avec les conditions initiales

1 1 1
u(xl O) = ;/ ut(xl 0) = P/ utt(xl O) = F (426)
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La solution exacte de I'équation (4.25) pour « = 3 est :

u(x,t) =

t
E’ x'<1,x7$0

De la méme maniére, on obtient :

> 1

n=0

_ # A1 U“N—Jr
Y oun(x )=+ 5+ 5+ -

3iAn

) ’ (4.27)

ot Ay est un polyndme d’Adomien, qui représente le terme non-linéaire vvyy.
Les premiers termes du polyndmes d’Adomien, sont donnés par :

Ap
Aq
Ay

UQUQxx,
UoU1Lxx + U1UOxx,
UQUxx + Ul xy + U2UQOxx,

En comparant les deux membres de I'équation (4.27), on obtient :

up(x,t) = i(l—f—i-ﬁ-i),
1 31 4! potl 51 a2
mxt) = x(F(oc+1)3c~°’ Ta+2) # T(at3) o
6! ta+3 71 ta+4
+1"(1x+4) x6 +F(1x+5) x7>

Donc, la solution approximative de I'équation (4.25) est donnée par :

L/, ¢ t2 CI 41 el 50 rf2
) = = -+ =
u(xt) x( +x+x2+F(a+1)x3+F(0¢+2) x4 +l"(oH—C%) x5
6! 371 gt
.28
+F(o¢—|—4) x6 +F(zx+5) x7 + > (4.28)

Pour o = 3, la solution (4.28) devient :

S ORONORORORORSE

ce qui donne :

<1,x#0,

1
ot =

t

qui est la solution exacte de I'équation (4.25) dans le cas classique.
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TABLE 4.3 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques
des solutions approximatives avec deux termes par la méthode FNDM pour différentes
valeurs d’ordre a de I'équation (4.25) avec x = 1.

t a=28 a=29 a=23 solutionexacte |Uexacte — UFNDM]
0.1 1.1123 1.1116 1.1111 1.1111 1.1111 x 108
0.2 1.2579 1.2534 1.2500 1.2500 32x10°°
0.3 14539 1.4396 1.4285 1.4286 9.3729 x 107°
04 17269 1.6929 1.6656 1.6667 1.0923 x 1073
0.5 21199 2.0496 1.9922 2.0 7.8125 x 1073

a=2.7
200 200
2 100 2 100

0
0.1

0
0.1

1

0
t 0 X

Solution exacte

200
2 2100
=1 =1
0.1 0.1
0.05 ., 0.05 .2
0 0
t 0 X t 0 X

FIGURE 4.5 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec deux termes par la méthode FNDM de I'équation (4.25).

3
— Solution exacte
28| a=3 a
«=2.95 /
261 a=2.8 /7
oal — — a=27 //
: /
/
221 4
/
= /
£ 2 /
5 /
s
8 s
1.8 P
s
1.6 o7
b
-
141 =7
1.2 _—
//
1 = L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

FIGURE 4.6 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives avec
deux termes par la méthode FNDM de I'équation (4.25) avec x = 1.
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4.3 METHODE DE PERTURBATION D 'HOMOTOPIE NATURELLE
(NHPM)

Pour illustrer les idées de base de la méthode de perturbation d’homo-
topie naturelle (NHPM) [Khalouta et Kadem, 2019a], considérons 1'équa-
tion aux dérivées partielles non-linéaire non-homogeéne d’ordre fraction-
naire temporelle (4.9) avec les conditions initiales (4.10).

En suivant les mémes étapes ci-dessus, "voir la partie 4.2", on a :

u(x,t) = G(x,t) =N ! <§Z/\f+ [Lu(x, t) + Nu(x,t)]) : (4.29)

ot G(x,t) représente le terme découlant du terme source et des conditions
initiales prescrites.
Maintenant, on applique la méthode HPM

u(x,t) = Z P'uy(x,t), (4.30)
n=0

ot p € [0,1] est considéré comme étant un petit parametre.
Décomposons le terme non-linéaire comme suit :

Nu(x,t) = i P"H,(u), (4-31)
n=0

ou les H, sont donnés par :

1 aVl n .
Hy, (1o, U1, ooy thy) = N Zplui ,n=20,1,2,..
p=0

n! op" =

En substituant (4.30) et (4.31) dans 1’équation (4.29), on obtient :

i P'u, = G(x,t) —p (./\f_1 (ZZ./\/”r [L i P'u, + i P”Hn(u)] >> ,
n=0 n=0 n=0

qui est la combinaison de la méthode de perturbation d’homotopie et de la
transformée naturelle de dérivée fractionnaire au sens de Caputo (NHPM).

Par comparison avec les coefficients de méme puissances de p, on ob-
tient les approximations suivantes :

po o oup(x,t) = G(x, f),
pl o ou(xt) = N (ZS)IXJ\/”r [Lug(x,t) + Ho(u)]) ,

p* o oup(xt) =N (fj/\/”r [Luy(x,t) + Hl(u)]> ,

Pt un(x, ) = N <ZS]:J\/”r [Luy_1(x, t) + Hn_l(u)]> )

Finalement, la solution approximative de 1’équation (4.16) est donnée

par :
N )
u(x, t) Ngloongaun(x,t) n;)un(x,t)
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4.3.1 Applications de la méthode NHPM

Exemple 4.4 Considérons I'équation de KDV d’ordre fractionnaire temporelle suivante :
‘Difu—3(u?), +thxxx =0,0<a <1, (4.32)

avec la condition initiale
u(x,0) = 6x. (4-33)

La solution exacte de I'équation (4.32) pour & = 1 est :

6
u(x, t) = ?’;ﬁ,\%t\ <1

En appliquant la transformée naturelle des deux membres de I'équation (4.32),
et en utilisant le Théoreme 4.1, nous avons :

Nt u(x, t)] = % (6x) + Z—z/\” 3 (42), — txxx] - (4-34)

En utilisant la transformée naturelle inverse aux deux membres de I'équation
(4.34),0na:

o
u(x, t) = 6x —|—N71 <Z"N+ [3 (Mz)x - uxxx]) .
L’application de la méthode HPM donne :

i p'uy(x,t) = 6x+p (/\f‘l (i/\ﬁ [3 i p" (Hu(u)), — i Pnunxxx] )) .

n=0 n=0 n=0
(4-35)
Par comparaison avec les coefficients de méme puissances de p de I'équation
(4.35), nous obtenons :

P’ oup(x, t) = 6x,
pl : ul(x,t) :N_l <:::N+ [3 (HO(M))x_quxx]>/
pZ : Mz(x, t) = N_l <Z::N+ [3 (Hl(u))x - ulxxx]) s (436)

P ) = N (AT B ()~ (1))

Les premiers termes du polyndmes de He, sont donnés par :

H() = u%,

Hy = 2upuy,

H, = 2uqup + u%, (4.37)
Hs = 2upusz + 2uquy,
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En utilisant les polyndmes (4.37) et les formules d’itération (4.36), on a :

up(x,t) = 6x,
— 1 o
u](x,t) = 6x<36)mt ’
2
_ 2~
uy(x,t) = 6x(36) F(2o¢+1)t ,

JAT2 (0 +1) +T(2a + 1) 4,
I?(a+1)'(Ba+1) ’
8% (a+1) +2I(2a +1) 4 FBa+1) 4,
+ X t
(e +1)F(Ba+1) Ia+1)Tr(2a+1) I'(4a+1)

uz(x,t) = 6x(36)

ug(x,t) = 6x(36)4[

Donc, la solution approximative de I'équation (4.32) est donnée par :

2

8% (a+1)+2I(2a +1) 4
+(36)* [ Pt TGat1) F(oc—i—l)F(Za—l—l)} (4-38)
TBa+1) 4,
xmt4 ) .

Pour o = 1, la solution (4.38) devient :
u(x,t) = 6x (1 + 36t + (36)262 + (36)38 + (36)** + ) ,

ce qui donne :

6
u(x, t) - 1—73;61‘, |36t| < 1,

qui est la solution exacte de I'équation KDV (4.32) dans le cas classique.

«=0.8 «=0.9

%
/////

K

D
7
"

)
7

7
%Y
//////

Y,
0
7

FIGURE 4.7 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec cing termes par la méthode NHPM de I'équation (4.32).
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Exemple 4.5

Chapitre 4. Les méthodes FNDM, NHPM, NVIM et NINTM pour résoudre les
équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire

200

180
160 f
140 F
120 F

Z 100t

>
80 f
60
40 f

20

— Solution exacte

a=1

a=0.95

a=0.8
— — a=0.7

0 | | | . . . . . .
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
t

FIGURE 4.8 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives avec
cing termes par la méthode NHPM de I'équation (4.32) avec x = 1.

TABLE 4.4 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numérigues des
solutions approximatives avec cing termes par la méthode NHPM pour différentes valeurs
d’ordre o de I'équation (4.32) avec x = 1.

t xa=08 a=09 a=1 Solutionexacte |Uexacte — UNHPM]
0.001 7.1357 6.4884 6.2241 6.2241 3.7635 x 107
0.003 99130 7.5451 6.7264 6.7265 9.8834 x 107°
0.005 13921 89018 7.3157 7.3171 1.3826 x 103
0.007 15.781 10.690 8.0132 8.0214 8.1518 x 103
0.009 23444 13.048 8.8440 8.8757 3.1691 x 102

Considerons I'équation hyperbolique d’ordre fractionnaire temporelle suivante :

‘Dfu(x,t) = aax(u(x,t)ux(x,t)),t >0,xeR,1<a<2, (4-39)
avec les conditions initiales
u(x,0) = x%,u;(x,0) = —2x2. (4-40)

La solution exacte de I'équation (4.39) pour o = 2 est :

u(x,t) = <1j—t>2'

De la méme maniere, on a :

3 pun(x,t) = x =26+ p (N* (N [aa io p"Hnw)D) .

n=0
(4-41)
Par comparaison avec les coefficients de méme puissances de p de I'équation
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(4.41), on obtient :
po ©ouo(x, ) =x— 2x%t,

Pl u(xt) = N <:::N+ _axHo(u)]> ,

p? o oua(x,t) =N"1 (ZS):./\/”r ale(u)]> , (4.42)

no. | — N1 v;x +_i
p"o un(x,t) =N (s“N _aanl(u)}).

Les premiers termes du polynomes de He, sont donnés par :

Hy = uguoy,
Hy = uguiy + uguoy,
Hy = ugupy + ugtiy + Unlioy, (4-43)

En utilisant les polyndmes (4.43) et les formules d’itération (4.42), donne :
up(x,t) = x*(1-21),

. ) L 4tzx+1 8tvc+2
m(xt) = 6x (r(oc+1) T Tat2) +1“(uc+3))'

20 2a+1 2042
(o t) = 722 (o (28£0) (8a + 16)t
F(2a+1) [(2a +2) T(2a +3)
16T (a + 4y
I'(a+3)T(2a+4)

Donc, la solution approximative de I'équation (4.39) est donnée par :

W t) = & <1 Y 6t 24p0t! N 4814 +2 )
’ I'(a+1) T(a+2) T(a+3)
+72x2< tZoc B (20(—1—6)152““ (80&—1—16)t2“+2
I'(2a+1) I'(2a +2) I'(2a +3)
167 (a + 4) 2 +3
TT(a+3)T(2x+4) ) (4-44)

Pour « = 2, la solution (4.43) devient

u(x,t) = x2 (1 — 2t + 382 — 43 + 54 — 615 + ) ,

u(x,t) = <1j_t>2.

qui est la solution exacte de I"équation hyperbolique (4.39) dans le cas classique.

ce qui donne :
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TABLE 4.5 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques
des solutions approximatives avec trois termes par la méthode NHPM pour des valeurs
différentes d’ordre o de I'équation (4.39) avec x = 1.

t a=18 a=19 a=2 Solution exacte |Uexacte — UNHPM]
0.01 0.98089 0.98051 0.98030 0.98030 6.9209 x 1012
0.03 0.94624 0.94403 0.94260 0.94260 49338 x 107?
0.05 0.91526 0.91037 0.90703 0.90703 1.0346 x 1077
0.07 0.88729 0.87918 0.87344 0.87344 7.6247 x 1077
0.09 0.86192 0.85018 0.84168 0.84168 3.3727 x 107

a=1.7 a=1.9

FIGURE 4.9 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec trois termes par la méthode NHPM de I'équation (4.39).
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0.88 T

0.86

0.84
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0 001 0.02 0.03 0.04 005 006 0.07 0.08 009 0.1
t

FIGURE 4.10 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
avec trois termes par la méthode NHPM de I'équation (4.39) avec x = 1.
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4.4 METHODE D’'ITERATION VARIATIONNELLE NATURELLE
(NVIM)

Pour illustrer les idées de base de la méthode d’itération variationnelle
naturelle (NVIM) [Khalouta et Kadem, 2019h], Considérons 1’équation aux
dérivées partielles non-linéaire non-homogene d’ordre fractionnaire tem-
porelle (4.9) avec les conditions initiales (4.10).

En suivant les mémes étapes ci-dessus "voir la partie 4.2", on a :

u(x,t) = G(x,t) = N1 <Zj:./\/'+ [Lu(x, t) + Nu(x,t)]) : (4.45)

out G(x, t) représente le terme découlant du terme source et des conditions
initiales prescrites.

0
En appliquant 5 des deux membres de I'équation (4.45), nous avons :

ou(x,t)
ot

~ 9G(x, 1)
ot

+ aatN_l (::/\Fr [Lu(x, t) + Nu(x,t)]> =0. (4.46)

Selon la méthode d’itération variationnelle (voir Chapitre 3), on peut
construire une correction fonctionnelle comme suit :

ups1 (1) = un(x,t) (4-47)

_/t [a”"éfr) + ;rN_l <Z/\/+ [Lun(x,T) +Nun(x,r)]> _ aGE(;;fT)] Jr.
0

Ou alternativement
"
Uni1(x,t) = G(x,t) = N1 <S(XN+ [Luy(x,t) + Nun(x,t)]> . (448

Rappelons que

u(x,t) = nhinmun(x, t).

Selon la limite précédente, nous pouvons obtenir la solution exacte
si elle existe ou bien obtenir une solution approximative pour I'équation
considérée (4.9).

4.4.1 Applications de la méthode NVIM
Exemple 4.6  Considérons I'équation de gaz-dynamique d’ordre fractionnaire temporelle sui-

vante :

1
CD;"u—l-E (uz)x—u(l—u) =0,0<a<1, (4.49)

avec la condition initiale
u(x,0)=e*. (4.50)
La solution exacte de I'équation (4.49) pour o« =1 est :

u(x,t) =e =~
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En appliquant la transformée naturelle des deux membres de I'équation (4.49),
et en utilisant le Théoreme 4.1, nous avons :

N u(x, t)] = %e‘x - Z—:NJF B (u?), —u(l- u)} : (4.51)

Par utilisation de la transformée naturelle inverse aux deux membres de
(4.51), nous avons :

. (" 1
u(x,t) =e - N1 (Sm/\/”r [2 (u2)x—u(1—u)]> : (4.52)
. 0 S .
En appliquant 3 des deux membres de I'équation (4.52), on obtient :
ou(x,t)

T %N& <:ZN+ B (u?), —u(l —u)D = 0.

Selon la méthode d'itération variationnelle, on peut construire une correction
fonctionnelle comme suit :

Unp1(x,8) = uu(x,t) (4-53)
t
Aty (x, d g [ 1
_O/ [”a(f;TuaTN 1<ZXN+ [2 (ug)x_un(l_un)])]dr.

En utilisant la formule d’itération (4.53), les premiers termes sont donnés
par :

up(x,t) = e %,
tﬂ(
It - - - 7
uq(x,t) e +e T+ 1)
; ; o ; tZDé
) = e ¥4e -
waxt) = e e Ty T T a1y
tDL tsz t3zX
,t — —X —X —X —X
us(xt) = et e Ty T T T TGa g )

Donc, la solution approximative de I'équation (4.49) est donnée par :

; B . , i tZlX t31)¢

uxt) = e ( TTa+rD "TearD) TRt D) +> (4-54)
_ —X — (ta)k — ,—X 14
= Lty ¢ B

oit E, (") est la fonction de Mittag-Leffler définie par (1.5)
Pour « = 1, la solution (4.54) devient :

_ R
v(x,t)=e x<1+t+2!+3!+...>,

ce qui donne :
o(x,t) =%,

qui est la solution exacte de I'équation de de gaz-dynamique (4.49) dans le cas
classique.
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TABLE 4.6 — Les valeurs numeériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives d’ordre trois par la méthode NVIM pour des valeurs différentes
d’ordre o de I'équation (4.49) avec x = 1.

t a=08 a=09 wa=1 Solution exacte |Ueracte — UNVIM]

0.1 043743 0.41969 0.40657 0.40657 1.5640 x 10~°

0.3 0.5698 0.52586 0.49645 0.49659 1.3200 x 10~*

0.5 0.7030 0.64945 0.60547 0.60653 1.0624 x 1073

0.7 094219 0.79450 0.73656 0.74082 42623 x 1073

0.9 1.1337 0.96367 0.89266 0.90484 1.2178 x 1072
a=0.7 =09

A AR
Nt
NN

0.5

Solution exacte

u(x,t)

FIGURE 4.11 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives d’ordre trois par la méthode NVIM de I'équation (4.49).

1.3
Solution exacte
12y a=1 ~ 7
— —a=0.95 P s
11F a=0.8 -
— — a=07 ~ -

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.12 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
d’ordre trois par la méthode NVIM de I'équation (4.49) avec x = 1.
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Exemple 4.7  Considérons I'équation non-linéaire de Klein-Gordon d’ordre fractionnaire tempo-
relle suivante :

Diu(x,t) = e (x,t) — u?(x, t) + 2221 < 2 < 2, (4.55)
avec les conditions initiales
u(x,0) = 0,us(x,0) = x. (4.56)
La solution exacte de I'équation (4.55) pour o« = 2 est :
u(x,t) = xt.

De la méme maniere, nous avons :

u(x,t) —3ct+2x2£+./\/'_1 U—m./\/”r [ure(x,t) — 12 (x,8)] ) . (4.57)
e I'(a+3) s* S ’ © W37
En appliquant E;)t des deux membres de I'équation (4.57), on obtient :
du(x, t) LA 0 vr1 (0% it 2 _
9t —x —2x m - &N 57/\/' [Mxx(x, t) —Uu (x, t)} =0.

Par la méthode d’itération variationnelle, on peut construire une correction
fonctionnelle comme suit :

Upr1(x,t) = uy(x,t)
t

(4.58)

w41 o
—/ {au”(x’r)—x—szTJr—aN_l <Z¢XN+ [uxx—u2}>}dt

) ot Ia+2) ot

En utilisant la formule d’itération (4.58), les premiers termes sont donnés

par :
2x2
) = xt+——— 2
up(x,t) x +1"(oc+3)
4x? 43T (0 + 4
ul(x,t) = xt+#2“+2_ X ((X+ ) 20+3
(24 +3) T(a+3)T(2a +4)

4°T(26+5) 5445
I2(a+3)T'(3a+5) ’

Donc, la solution approximative de I'équation (4.55) est donnée par :

42, 4x°T (a + 4)
,t — t - a+2 _ t20€+3
uxt) = *tt e T(x+3)T(2a +4)
4x*T(2a +5) ;4
— pPetd :
2a+3TGa+5) (4-59)

Pour o = 2, la solution (4.59) devient :

xZ t6 3t7 x4t10

u(x, t) = xt+ 7 o

80 252 12960
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TABLE 4.7 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives d’ordre un par la méthode NVIM pour des valeurs différentes
d’ordre o de I'équation (4.55) avec x = 1.

t a=18 a=19 a=2 Solution exacte |Uexacte — UNVIM|

0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 5.1587 x 10~

0.3 0.30001 0.30001 0.3 0.3 3.1817 x 10~°

0.5 0.50015 0.50009 0.50006 0.5 5.5728 x 10~°

0.7 0.70076 0.70050 0.70032 0.7 3.2462 x 1074

0.9 090213 0.90149 0.90103 0.9 1.0275 x 1073
a=1.7 =19

u(x,t)

0.5 1
0 0.5
t 0 X
a=2 Solution exacte

u(x,t)

FIGURE 4.13 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives d’ordre un par la méthode NVIM de I'équation (4.55).
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FIGURE 4.14 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
d’ordre un par la méthode NVIM de I'équation (4.55) avec x = 1.
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Exemple 4.8

Chapitre 4. Les méthodes FNDM, NHPM, NVIM et NINTM pour résoudre les
équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire

ce qui donne :

u(x,t) = lim wu,(x,t) = xt,

n—oo

qui est la solution exacte de I'équation non-linéaire de Klein-Gordon (4.55) dans

le cas classique.

Considerons I'équation aux dérivée partielle non-linéaire d’ordre fractionnaire

temporelle suivante :

3
8

‘Dfu

avec les conditions initiales

u(x,0) =

u(x,0)

3
<(uxx)2)x =Sht>02<a <3,

3

La solution exacte de I'équation (4.60) pour x = 3 est :

u(x,t) =

x2 A3

o r 75
2+3t+2ot

De la méme maniere, nous avons :

xZ X3 3 tﬂé+1
. d e .
En appliquant 3 des deux membres de I'équation (4.62), on obtient :
uxt) » 3 —N
ot 3 2T(a+1)

X
= ?, utt(x,O) =0.

(4.60)

(4.61)

>+N— < N*{ ((uxx)z)x]>. (4.62)

( N+[ ((Mxx)2>x]> = 0.

Par la méthode d’itération variationnelle, on peut construire une correction

fonctionnelle comme suit :

Upr1(x, ) = uy(x,t)

En utilisant la formule d’itération (4.63), les premiers termes sont donnés

par :

up(x, t)
uy(x,t)
uy(x,t)

usz(x,t)

xr A8

S+ 5t
§+§Huﬁ¥ﬁ%
254—fft+-r(;?i3)ﬂ+2
f+§HHﬁBﬁH
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Donc, la solution approximative de I'équation (4.60) est donnée par :

x2 X3 6x
)= —+ —t 7t“+2. .
u(x,t) 5 + 3 + T(a+3) (4.64)

Pour o = 3, la solution (4.63) devient :

X2 X x
u(x,t) :?‘i‘?t—’—%t ,

qui est la solution exacte de I'équation (4.60) dans le cas classique.

u(x,t)

u(x,t)
u(x,t)

FIGURE 4.15 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives d’ordre un par la méthode NVIM de I'équation (4.60).
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~
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05 | | | | | | | | |

FIGURE 4.16 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
d’ordre un par la méthode NVIM de I'équation (4.60) avec x = 1.
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TABLE 4.8 — Les valeurs numeériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives d’ordre un par la méthode NVIM pour des valeurs différentes
d’ordre o de I'équation (4.60) avec x = 1.

t a=26 a=27 a=28 a=29 a=23 Solution exacte

0.1 0.53334 0.53333 0.53333 0.53333 0.53333 0.53333
0.3 0.60038 0.60029 0.60022 0.60016 0.60012 0.60012
0.5 0.67069 0.66985 0.66918 0.66865 0.66823 0.66823
0.7 0.75223 0.74881 0.74598 0.74365 0.74174 0.74174
0.9 0.86004 0.85042 0.84226 0.83536 (.82952 0.82952

4.5 NOUVELLE METHODE DE TRANSFORMATION NATURELLE
ITERATIVE (NINTM)

Pour illustrer les idées de base de la nouvelle méthode de transforma-
tion naturelle itérative (NINTM) [Khalouta et Kadem, 2019¢], considérons
I’équation aux dérivées partielles non-linéaire non-homogene d’ordre frac-
tionnaire temporelle (4.9) avec les conditions initiales (4.10).

Dans les mémes étapes ci-dessus "voir la partie 4.2", nous avons :

u(x,t) = G(x, t) =N ! <ZSJ::N+ [Lu(x, t) + Nu(x,t)]) : (4.65)

ot G(x, t) représente le terme découlant du terme source et des conditions
initiales prescrites.
Supposons que :

flx,t) = G(xt),
K(u(x,t) = —N <ZZN+ [Lu(x,t)]),
R(u(x,t)) = —-N1 <:ZN+ [Nu(x,t)]) .
Ainsi, I'équation (4.65) peut étre écrit sous la forme suivante :
u(x,t) = f(x,£) + K(u(x, ) + R(u(x, 1)), (4.66)

ou f est une fonction connue, K et R sont respectivement 1’opérateur li-
néaire et non-linéaire de u.
La solution de I'équation (4.66) peut étre écrite sous forme de série

u(x,t) = éui(x,t).

L’opérateur non-linéaire R est décomposé en (voir Chapitre 3) :

“(Ee) e R (5] < (20)}

et on a

79
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Par conséquent, I’équation (4.66) peut étre représentée sous la forme
suivante :

= flo, ) R (o) + i) i{ <]Eo >_R<]§”]>}

Définissant la relation de récurrence comme suit :

e

up = f,
up = K(ug)+ R(up),

n n—1
Upr1 = un +R<Z ) (Zuj>,n:1,2,...
j=0 j=0

nous avons
Uy +up+ ..ty = K(ug+ug + .. +uy) +R(wo+ug + oo +uy) ,n=12,..,

et

u= iui:f+1<<iui> + R <iui>.
i=0 i=0 i=0

4.5.1 Applications de la méthode NINTM

Exemple 4.9  Considérons I'équation de réaction-diffusion-convection d’ordre fractionnaire tem-
porelle suivante :

‘Diu = Uyy — Uy + Ully — wWtud<a<l, (4.67)

avec la condition initiale
u(x,0) =e*,x € R. (4.68)

La solution exacte de I'équation (4.67) pour & =1 est :
u(x, t) = et

En utilisant la transformée naturelle des deux membres de I'équation (4.67)
et en appliquant le Théoréme 4.1, on obtient :

1 ot
N7 u(x, t)] = gex + 57N+ [x — iy + Uty — u? + ul. (4.69)

En appliquant la transformée naturelle inverse des deux membres de (4.69),
nous avons :

u(x,t) ="+ N1 (;N* [y — Uy +u]) + N1 (ZD‘/\/”r [y — uz]) )
Selon la méthode NINTM, on a :

u = ¢,

K(u(x,t)) = NI <Z“N+ [ty — Uy + u]> ,
R(u(x,t)) = NI <u::N,+ (U1, — u2]> .
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équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire

Par itération, nous obtenons les résultats suivants :

X

Uy = e¢€7,
tﬂ(
_ X
T STty
tZIX
_ X
= Tar1)
t3lx
_ X
BT TBat1)
tl’lﬂ(
_ X
= O Tt 1)

Par conséquent, la solution de I'équation (4.67) est donnée comme suit :

tu t20c t31x e
= e (1 L
uxt) = e ( TTatr) "TarD) TEar1) +1"(n0c+1)>
= €e"Lq(t"), (4.70)

oit Eq(t*) est la fonction de Mittag-Leffler définie par (1.5)
Pour « = 1, la solution (4.70) devient :
) tk [ tk ot
— X X —_ X _ X
u(x,t)—eE](t)—e I;}m—e ;E—e 7

qui est la solution exacte de I'équation de réaction-diffusion-convection (4.67)
dans le cas classique.

«=0.7 «=0.9

R
R
ikt

MMN \

N

\

u(x,t)

N
RN
AN

u(x,t)

FIGURE 4.17 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec quatre termes par la méthode NINTM de I'équation (4.67).
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10 T T T T T T T T T
Solution exacte
9r | a=l A
a=0.95 Pl
a=0.8 d
8 |——a=07 e

FIGURE 4.18 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
avec quatre termes par la méthode NINTM de I'équation (4.67) avec x = 1.

TABLE 4.9 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives avec quatre termes par la méthode NINTM pour des valeurs
différentes d’ordre a de I'équation (4.67) avec x = 1.

t =08 a=09 a=1 Solutionexacte |Ueracte — UNINTM]|

0.1 32322 31011 3.0042 3.0042 1.1557 x 10>
0.3 41599 3.8856 3.6683 3.6693 9.7534 x 10~4
0.5 51945 4.7988 4.4738 4.4817 7.8502 x 1073
0.7 69619 5.8706 5.4425 5.4739 3.1494 x 1072
09 83768 7.1206 6.5959 6.6859 8.9984 x 1072

Exemple 4.10 Considérons I'équation de Fornberg-Whitham d’ordre fractionnaire temporelle
suivante :

‘Dfu = tyyt — Uy + Ullyyy — Ully + Styliyy, £ > 0,0 < a <1, (4.71)

avec la condition initiale
u(x,0) =e2,x € R. (4.72)

La solution exacte de I'équation (4.71) pour « =1 est :

De la méme maniére, nous avons :
i 1 (U 1 (Yt
u(x,t) = e+ N7 [ N gt — ] |+ N5 N [ty — sty + Buytiny] )
5 S
Selon NINTM, on a :
Uy = 6%,

K(u(x,t)) = N1 <Z‘

N+ [uxxt - ux]) ’

uDL

R(u(x,t)) = N7t (Sa./\/Jr [Uthyyy — Uiy + 3uxuxx]) .
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Par itération, on obtient les résultats suivants :

ug = e,
x t*
T T w1y
y B _e% (Xl"((x)tZDéfl N e% t21x
2 8T(x+1)I(2a) '~ 4r(2a+1)
b = —gh w(20 — )T (a)(2a — 1)#3%2 o al(20) 3%~ 1
3 32 (& + 1)T(22)T(3e — 1) 8T (2 + 1)T(3a)
M le“(a)t3”‘*1 N t3(x
+e2 +el o,
16T (a +1)T(3a) 8T(3a+1)

Par conséquent, la solution de I'équation (4.71) est donnée comme suit :

; o tZDéfl tZDc
) = e2(1-— - :
uxt) = e ( Ma+1) 8T(2a)  aT2a+1) 473)
t30¢—2 3t306—1 t3Dé
32T (3a — 1) + 16T (3) + 8T(3a+1) + >

Pour o = 1, la solution (4.73) devient :

NI=

-+ ———+——..

u(xt) = e 2t 4 88 16t
e 39 27 8l '

ce qui donne
x_ 2t

u(x,t) =e273,

qui est la solution exacte de I'équation de Fornberg-Whitham (4.71) dans le cas
classique.

TABLE 4.10 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives avec quatre termes par la méthode NINTM pour des valeurs
différentes d’ordre o de I'équation (4.71) avec x = 1.

t a=08 a=09 a=1 Solutionexacte |Uexacte — UNINTM]|

0.01 1.6033 1.6275 1.6378 1.6378 3.6234 x 107>
0.02 15774 1.6105 1.6270 1.6269 1.4335 x 1074
0.03 15557 15949 1.6164 1.6161 3.1901 x 10~*
0.04 15363 1.5802 1.6059 1.6053 5.6096 x 10~*
0.05 15186 15662 1.5955 1.5947 8.6702 x 1074

83



Chapitre 4. Les méthodes FNDM, NHPM, NVIM et NINTM pour résoudre les
équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire

«=0.7 «=0.9

u(x,t)

FIGURE 4.19 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec quatre termes par la méthode NINTM de I'équation (4.71).

Solution exacte ~ o
1451 | est ~ <]
— —a=0.95
a=0.8
— — a=0.7
14 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

t

FIGURE 4.20 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
avec quatre termes par la méthode NINTM de I'équation (4.71) avec x = 1.
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DANS ce chapitre, on introduit les idées de base de ces méthodes et
aussi nous présentons quelques applications pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire au
sens de Caputo. A la fin de cette thése, nous présentons nos résultats
moyennant ces méthodes.



5.1

Définition 5.1

Définition 5.2

Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

METHODE DE TRANSFORMATION DIFFERENTIELLE REDUITE
FRACTIONNAIRE (FRDTM)

La méthode de transformation différentielle réduite (RDTM) a été pro-
posée pour la premieére fois par le mathématicien turc Yildiray Keskin
[Keskin et Oturanc, 2009],[Keskin et Oturanc, 2010] en 2009. Cette mé-
thode est applicable a une large classe de problemes non-linéaires avec
des approximations qui converge rapidement vers la solution exacte si
elle existe.

Dans ce paragraphe, nous présentons la méthodologie de la méthode
de transformation différentielle réduite fractionnaire (FRDTM) [Khalouta
et Kadem, 2019g]. Considérons une fonction de deux variables u(x, t) qui
est analytique et k—fois continuellement différentiable par rapport a la
variable d’espace x et au temps ¢, supposons qu’elle peut étre représen-
tée comme un produit de deux fonctions a variable unique c’est-a-dire
u(x,t) = f(x).g(t), puis a partir des propriétés de la méthode de trans-
formation différentielle unidimensionnelle, la fonction u(x, t) peut étre re-
présentée comme suit :

u(x,t) = (i F(i)xi> (i G(j)tf) = i i U, j)x't,
i=0 =0 i=0j=0
ou U(i,j) = F(i)G(j) est appelée le spectre de u(x, t).

[Rawashdeh, 2014] Si u(x, t) est analytique et continuellement différentiable par
rapport a la variable d’espace x et au temps t, alors la transformée différentielle
réduite fractionnaire de u(x, t) est donnée par :

1 akzx
) = s 30| (5.1

ol w est un parametre décrivant I'ordre de la dérivée fractionnaire temporelle.

[Rawashdeh, 2014] La transformée différentielle réduite fractionnaire inverse de
Uy (x) est définie par :

u(x, t) = i Uy (x) (t — to)k*. (5-2)
k=0

En combinant les équations (5.1) et (5.1), nous avons :

> 1 ok
u(x’ t) = kZ: I’(ka + 1) |:atk1xu(x’ t):|t ; (t - to)ktx (5'3)
=0 =tp

En particulier, pour ty = 0, I’équation (5.3) devient :

mh=3 L[| e
u(x,t) = u(x,t e,
k;or(kzx—i—l) [atk”‘ L_to

A partir des définitions ci-dessus, les opérations fondamentales du
FRDTM sont données par les théoremes suivants.
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Théoréme 5.1 [Rawashdeh, 2014] Soit U(x), Vi(x) et Wi(x) la transformée différentielle ré-
duite fractionnaire des fonctions u(x, t),v(x,t) et w(x,t), respectivement, alors

(1) Si
w(x, t) = Au(x,t) £ po(x,t), A, u €R,
alors
Wi (x) = AUk(x) £ pVi(x).
(2) Si
w(X,t) =u(X, t)v(X,t),
alors .
Wi(x) = 3 U () Vi (x).
r=0
(3) Si
w(X, t) = ub(x, )P (%, t)ett” (3, ),
alors

ky,—1=0 k3 k

k
We(x) = Y w2 U (OUR, g, (1) X o x UL

ku_1=0ky_2=0 kp=0k;=0

(4) Si )
w(x, t) = axnu(x,t),
alors -
Wi(x) = 55 Ur(x)-
(5) Si ;
w(x, t) = atmu(x,t),
alors
Wie(x) = Wuk+n(x),n =1,2,..
(6) Si
w(X,t) = x"t"u(x,t),
alors . ’
oy = { 0 2 2
(7) Si
w(X,t) = x"t",
alors

x™ si k=n,

Wk(X):xm‘s(k_n):{ 0 sik#n.
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5.2

5.2.1

Exemple 5.1

Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

FRDTM POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DE-
RIVEES PARTIELLES NON-LINEAIRES D'ORDRE FRACTION-
NAIRE TEMPORELLE

On considere 'équation aux dérivées partielles non-linéaire d’ordre
fractionnaire temporelle suivante :

‘Di*u(x,t) + Lu(x,t) + Nu(x,t) = f(x,t),t >0,x € R, (5-4)

avec les conditions initiales

oui(x,0 .
M =ui(x),i=0,1,2,..,n—1, (5.5)
ot
ol D' = °DfDy .. D} désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
n—fois

d’ordre nx, o n —1 < na < n, n € IN¥, L est un opérateur linéaire, N est
un opérateur non-linéaire et f(x, t) est le terme source.

En appliquant FRDTM a I’équation (5.4), nous obtenons la formule de
relation de récurrence suivante :

Utn() = gy (B0~ LU) = NUL w21, (59

ko +noa+1)

ott Uy (x), LUk(x), NUg(x) et Fe(x) sont les transformations des termes
‘Df*u(x,t), Lu(x,t), Nu(x,t) et f(x,t) respectivement.

Maintenant, en utilisant FRDTM sur les conditions initiales (5.5), nous
obtenons :

Uo(x) = up(x), Uy (x) = ug(x), ..., Uy_1(x) = uy_1(x). (5.7)

En substituant 1’équation (5.7) dans 1'équation (5.6) et par un calcul
itératif simple, nous obtenons les valeurs Uy (x) pour k = 0,1,2,3, ... .Ainsi,
la transformation différentielle réduite fractionnaire inverse de 1’ensemble
des valeurs {Uy(x) },_, donne la solution approximation a n-terme comme
suit :

n
ia(x, 1) = Y U(x) ™.
k=0
Par conséquent, la solution exacte du probleme est donnée par :

u(x,t) = n@mﬁ”(x’ t).

Applications de la méthode FRDTM
Considérons I'équation de Harry Dym d’ordre fractionnaire temporelle suivante :
‘Du(x, t) = ud(x,t) + uprx (x,£),0 < a < 1,1 >0, (5.8)

avec la condition initiale

3/2
u(x,0) = (a — ?)\Z/Ex> , (5.9)
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ot a et b sont des constantes.
La solution exacte de I'équation (5.8) avec la condition initiale (5.9) est donnée

par :
3/2
u(x,t) = (a—?’\z/g(x—kbt)) .

L'application de la méthode FRDTM a I'équation (5.8) et a I"équation (5.9)
donne :

_ T(ka+1) | 0°
Upi1(x) = Tlka+a+1) r:EoS;)i;)UI(X)UH(X)ur s(x )a 3 Ur—r (%)
(5.10)
Notons que
3/2
Up(x) = (a - 3\2/Ex> . (5.11)
Maintenant, en substituant I'équation (5.11) a I"équation (5.10), on a :
—T'(a)b?/2
() = s
T(a+1) (a - %ﬁx)
—T'(a)T(20) b3
) — ()T (24) .
2T(w +1)I(2a + 1) (a - %ﬁx)
Us () 24/3p9/2T (a)T'(3) (15T (a)T(20 + 1) — 32T (2a)T(a + 1))
3 pu—

Do+ 1)T(20 + )TG3 +1) (20 - 3VEx)

En prenant la transformation différentielle réduite fractionnaire inverse de
{Uy(x) }y_o nous obtenons la solution approximative de I'équation (5.8) sui-
vante :

u(x,t) = lim ,(x,t) = lim Zuk )tke

n—»o00 n—)oo

3/2
— (El — ?)\/Bx> o r(“)bs/z — o (5.12)
F(a+1) (a - s—ﬁ’x)

['(a)l(20)b3
2T(w +1)I(2a + 1) (zz - f‘%ﬁ’x)év3
+24/3b9/2r(a)r(3a) (15T («)T(2a + 1) — 32T (2a)T (a + 1))
2(a +1)T(2a + 1)T(3a + 1) <2a - 3\/Ex) e

B
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Pour o = 1, la solution (5.12) devient :

u(x,t) = Zuk(x)tk

C’est la solution exacte de I'équation de Harry Dym (5.8) dans le cas classique.

«=0.7 «=0.9
50 50
Z o0 Z o0
=1 =l
-50 -50
0.01 0.01
0.005 5 0.005 5
0o 0o
t X t X
a=1 Solution exacte
50 50
Z o Z o
El El
50 -50
0.01 0.01 5
0.005 0.005
0o 0o
t X t X

FIGURE 5.1 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives avec quatre termes par la méthode FRDTM de I'équation (5.8) avec a = 4
etb=1

— Solution exacte
a=1
a=0.95
a=0.8
— — a=0.7
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t

FIGURE 5.2 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives avec
quatre termes par la méthode FRDTM de I'équation (5.8) aveca =4, b =1et x = 1.
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Exemple 5.2

Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

TABLE 5.1 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives avec quatre termes par la méthode FRDTM pour des valeurs
différentes d’ordre a de I'équation (5.8) aveca =4, b =1et x = 1.

t x=08 a=09 a=1 Solutionexacte |Uexacte — UFRDTM]|
0.001 39492 39512 39521 3.9493 2.8201 x 1073
0.003 39440 3.9485 3.9506 3.9422 8.4568 x 103
0.005 39395 39459 3.9492 3.9351 1.4089 x 102
0.007 3.9354 39434 3.9477 3.9280 1.9716 x 102
0.009 39315 39410 3.9462 3.9209 2.5338 x 102

Considérons I'équation non-linéaire de Klein-Gordon d’ordre fractionnaire tempo-
relle suivante :

1
Du(x,t) = uye(x,t) — u?(x,t), 5 < <1t>0, (5.13)
avec les conditions initiales :
u(x,0) =1+sinx, u;(x,0) = 0. (5.14)

L’application de la méthode FRDTM a I'équation (5.13) et a I'équation (5.14)
donne :

[(ka+1) 82
Upio(x) = [(ka+2a+1) 8x2 Z U () Ui (x) | - (5:15)
Notons que
Up(x) =1+ sinx, Uy (x) = 0. (5.16)

Maintenant, en substituant I'équation (5.16) a I'équation (5.15), on a :

Up(x) = 1+sinx, Ui(x) =0,
Up(x) = r(("‘)) (14 3sinx +sin?x), Us(x) = 0
Uy(x) = 211:E4)) (12 cos2x — 25sinx + sin3x — 12), Us(x) =0

En prenant la transformation différentielle réduite fractionnaire inverse de
{Ux(x) };_o nous obtenons la solution approximative de I'équation (5.13) sui-
vante :

u(x,t) = lim i,(x,t) = lim Z U (x) £k
= 1+sinx— lf(g);))(l + 3sin x 4 sin® x)t** (5.17)
I'(a)

(12 cos 2x — 25sin x + sin 3x — 12)#*% 4 ...
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Pour o = 1, la solution (5.17) devient :

u(x, t) = iuk(x)tk
k=0

2
= 1+4sinx—(1 +3sinx+sin2x)§
t4
—(12 cos2x — 25sin x + sin 3x — 12)E + ...

a=0.7 «=0.8

FIGURE 5.3 — Les graphes représentant la surface de la solution approximative avec cing
termes de I'équation (5.13) par la méthode FRDTM.

a=1 N N
1.78 0=0.95 N ]
=0.85 N
1.77 0=0.75 N
— — a=0.7 N
176 . . . . . . . . .

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
t

FIGURE 5.4 — Le comportement de la solution approximative avec cing termes de I'équa-
tion (5.13) par la méthode FRDTM pour x = 1.
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Définition 5.3

Théoréeme 5.2

Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

TABLE 5.2 — Les valeurs numériques de la solution approximative avec cing termes de
I'équation (5.13) par la méthode FRDTM pour des valeurs différentes d’ordre a et x = 1.

t =07 a=08 a=09 a=09 a=1
0.01 1.8332 1.8390 1.8407 1.8411 1.8413
0.02 1.8198 1.8339 1.8389 1.8400 1.8406
0.03 1.8035 1.8271 1.8362 1.8383  1.8396
0.04 1.7853 1.8188 1.8326 1.8360  1.8381
0.05 1.7656 1.8092 1.8283 1.8331 1.8362

METHODE DE LA SERIE DE PUISSANCE RESIDUELLE FRAC-
TIONNAIRE (FRPSM)

La méthode de la série de puissance résiduelle (RPSM) a été proposée
et développée pour la premiére fois par le mathématicien jordanien Omar
Abu Arqub [Arqub, 2013] en 2013, est une méthode simple et efficace
pour construire des solutions en série de puissances pour les équations
différentielles linéaires et non-linéaires sans linéarisation, ni perturbation
ni discrétisation.

Dans ce paragraphe, nous présentons la méthode de la série
de puissance résiduelle fractionnaire (FRPSM) [Khalouta et Kadem,
2019b],[Khalouta et Kadem, 2020a],[Khalouta et Kadem, 2020b], qui
est une méthode analytique approximative permettant de résoudre les
problémes d’équations différentielles ordinaires, partielles, intégrales et
intégro-différentielles d’ordre fractionnaire. Nous commengons par des
définitions et quelques théories liées a cette méthode.

[El-Ajou et al., 2013] Une série de puissance de la forme :

Y em(t—t)™ = co+cr(t—to)" + ot — t)* +.., (5.18)
m=0
0 < n—1l<a<mnt>ty,

est appelée série de puissance fractionnaire a t = to, ot t est une variable et c,,
sont des constantes appelées les coefficients de la série.

[El-Ajou et al., 2013] Supposons que f ait une série de puissance fractionnaire i
t = to de la forme :

ft) =Y cm(t—t)"™,0<n—1<a<nty<t<ty+R (5.19)
m=0
Si D™ f(t) € C(to,to+R),m = 0,1,2,..., alors les coefficients c,, de
I'équation (5.19) sont donnés par la formule :

D™ f(to)

= T 01,2,
T(ma+1)"

Cm =

oit D™ = D*D"...D" et R est le rayon de convergence.

m—fois
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Définition 5.4 [El-Ajou et al., 2015] Une série de puissance de la forme :

i )t =)™ = folx) + AGE— to)* + fal6)(E — £0) + ..,
: 0 < n—-1<a<nt>t, (5.20)

est appelée série de puissance fractionnaire multiple a t = to, oit t est une variable
et fu(x) sont des fonctions de x appelées les coefficients de la série.

Théoreme 5.3 [El-Ajou et al., 2015] Supposons que u(x, t) possede une série de puissance frac-
tionnaire multiple a t = ty de la forme :

u(x,t) = me (t —to)™, (5.21)
0 < n—1<a§n,x€IC]R,t0§t§to—|—R.

Si D™u(x,t) € C (I x (to,to+R)),m = 0,1,2,..., alors les coefficients
fm(x) de I'équation (5.21) sont donnés par la formule :

D™ u(x, to)

fm(x) = m,m =0,1,2,.. (5.22)

oit D]" = D{Df..Df et R = mmRC, dans lequel R, est le rayon de convergence
H,_/ cel

m—fois

[ee]
de la série de puissances fractionnaire Y fu(c)(t — o)™
m=0

Démonstration. Supposons que u(x,t) soit une fonction de deux variables
pouvant étre représentée par une série de puissance fractionnaire multiple
de I’équation (5.20)

Si on pose t = ty dans 1’équation (5.21), tous les termes disparaissent
sauf le premier qui est fo(x) = u(x,to).

En appliquant l'opérateur D} une fois sur I’équation (5.21), on obtient
le résultat suivant :

Diux,t) = T(a+1A()+ pora! (e~ t0)
mfg(x)(t —t)* + .., (5.23)

la substitution de t = t; dans 1’équation (5.23) déterminera la forme de
f1(x) comme :

_ Dfu(x, to)

A =T

En appliquant encore l'opérateur D} deux fois sur I"équation (5.21) (ou
une fois sur I'équation (5.23), on a:

D u(xf) = T(2a+1)fa(x) + “f"‘“ffa( )t — to)
o DA =t (524
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tandis que la substitution de t = t; dans 1’équation (5.24) déterminera la
forme de f>(x) comme étant :

Zacu X
falx) = l;t(zfx(jtl i%)

Si on continu a appliquer récursivement 1'opérateur D m—fois sur
I'équation (5.21), puis en substituant t = ty dans 1'équation résultante, il
est alors facile d’obtenir la forme de f,,,(x).

Par conséquent, la formule générale de f,,(x) est donnée par :

_ D™u(x,to)
fm (x) = mzm =012,.. (5-25)
Ceci compléte la preuve du Théoreme. O

Remarque 5.1 En remplacant la forme de f,,(x) de I'équation (5.25) dans la série de I'équa-
tion (5.21), nous pouvons voir que la série de puissance fractionnelle multiple de
u(x,t) en ty devrait étre de la forme :

=, D™ u(x, to)

u(x,t) = n;om(t_t())m’ (5.26)

0 < n—l<a<nxelCRity<t<ty+R,

qui est une formule de la série de Taylor généralisée.
De plus, dans le cas ot « = 1, la forme générale de la formule de la série de
Taylor généralisée de I'équation (5.26) se réduit a la formule de Taylor classique :

ad 8’”u(x, to) (t — to)m’x
u(x,t) = Z ot m!

m=0

,xel CRtg <t<ty+R.

5.4 FRPSM POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DE-
RIVEES PARTIELLES NON-LINEAIRES D’ORDRE FRACTION-
NAIRE TEMPORELLE

On considere 1'équation aux dérivées partielles non-linéaire d’ordre
fractionnaire temporelle suivante :

‘Di*u(x,t) + Lu(x,t) + Nu(x,t) = f(x,t),t >0,x € R, (5.27)
avec les conditions initiales

u(x,0) = fo(x) et CDt("_l)“u(x,O) = fu1(x), (5.28)

ou ‘D* = ‘Df*D{.. Dy désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
N————
n—fois
d’ordre na, oun — 1 < na < n,n € IN¥, L est un opérateur linéaire, N est
un opérateur non-linéaire et f(x,t) est le terme source.
La méthode FRPSM consiste a exprimer la solution des équations (5.27)
et (5.28) sous forme d'une série de puissance fractionnaire au point initial

t=0.
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Pour atteindre notre objectif, supposons que la solution est de la
forme :

tan

<1 R,0<t <R .
Zf” 0C+1) O<(X_ ;X € /0_ = (529)

Ensuite, nous définissons u(x, t), la k"¢ série tronquée de u(x, t). Soit

tf’lDC

< < t < R. .
an a+1)0<a_1,x€R,0_t_R (5.30)

Puisque u(x, t) satisfait les conditions initiales (5.28). Ainsi, la solution
approximative de (5.27) peut étre écrite sous la forme :

no

mr (5-31)

u(nt) = flO)+ AW +Efn
0 < a<1,xeR,0<t<R,

ou
tﬂé

ur(x,t) = fo(x) + fi(x ) T(a+1)

est considérée comme la 1¢ FRPS-solution approximative de u(x, t).
En conséquence, nous pouvons reformulé uy(x,t) de I’équation (5.30)
sous la forme suivante :

o k no
) = — T
Mk(x ) fo<x)+f1(x>r(lx+1)+HZ::2fn(X)F(7’lOC+1) (532)
0 < a<LxeR,0<t<R.
Maintenant, nous définissons la fonction résiduelle comme suit :
Res(x,t) = D{*u(x,t) + Lu(x,t) + Nu(x,t) — f(x, 1), (5.33)

et la k'™ fonction résiduelle tronquée comme :

Resi(x,t) = D*uy(x, t) + Lug(x, t) + Nug(x, t) — f(x,t),k =2,3,4, ...
(5-34)
Comme dans [El-Ajou et al., 2013],[El-Ajou et al., 2015], il est clair que
Res(x,t) = 0 et klirn Resi(x,t) =Res(x,t) pour chaque x € R ett > 0.
— 0

(n—1)a

En fait, cela conduit a “D, Resi(x,t) = 0, parce que la dérivée fraction-
naire d’une fonction constante au sens de Caputo est égale a zéro. De plus,
(n—1)a

les dérivés fractionnaires D, de Res(x,t) et Resy(x,t) correspondent
at =0 pour chaque n = 1,2, ...k, c’est-a-dire

D" V*Res(x,0) = D" V¥Resy(x,0) = 0,1 =1,2, .. (5.35)

Pour clarifier la technique FRPSM, nous substituons la kieme série tron-
quée de u(x,t) dans I'équation (5.34), on trouve la formule de la dérivée
fractionnaire CDt(”_l)“ de Resi(x,t), puis résolvons la formule algébrique
obtenue (5.35) pour obtenir les coefficients f,(x) requis dans 1’équation
(5.32). De cette maniere, nous pouvons obtenir tous les coefficients re-

quis de la série de puissance fractionnaire multiple des équations (5.27) et
(5.28).

96



Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

5.4.1 Applications de la méthode FRPSM

Exemple 5.3

Considérons I'équation de Fisher d’ordre fractionnaire temporelle suivante :

2
‘Dfu(x,t) = @u(x,t) +6u(x, t)(1—u(xt),0<a<l,xeR, t>0,
(5-36)
avec la condition initiale :
1
u(x,0) = X) = ———. .
(x,0) = fo(x) S, (5:37)

La solution exacte de I'équation (5.36) avec la condition initiale (5.37) est

donnée par :
1

(14 ex—5t)%

Selon la méthode FRPSM et a partir de la condition initiale (5.37), la solution
en série de I'équation (5.36) peut étre écrite de la forme :

u(x,t) =

tnﬂé

u(x, t) = an TR

(1+er)?
Soit uy(x,t), la k¥ série tronquée de u(x, t) définie comme suit :

tnbé

uk(x/t) an TltX—i—l)

(1+e)?

et Resy(x,t), la ki¥™ fonction résiduelle tronquée définie par :

92
Resi(x,t) = Dfuy(x,t) — ﬁuk(x,t) —6up(x, £)(1 —ur(x,t)),k=1,2,3,..
(5-38)
Par conséquent, pour déterminer fi(x), nous écrivons pour k = 1 dans

I'équation (5.38)

82
Resy(x,t) =° Dfup(x,t) — ﬁm(x,t) —6up(x, t)(1—ui(x,t)),

m(,8) = o) + A1) 77 77

Donc
4
1 t

R = 09500 01— (60 + 0 )

a+1)
y (1—f0(x)+f1(x)r(of+1)>.

De I'équation (5.35), nous déduisons que Resy(x,0) = 0, et donc :

10e*

filx) = m~
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Par suite
1 10e* t*

(1+ev)? - (1+e)°T(a+1)

De méme, pour déterminer f,(x), on écrit pour k = 2 dans I'équation (5.38)

uq(x,t) =

2

Resy(x,t) =° Dfup(x,t) — 32

2(x, ) — 6un(x, £)(1 — ua(x,t)),

ol & 20
uz(x,t) = fo(x) +f1(x)1~(lxt+1) +f2(x)1"(22c+1)'
Par suite

a o 20
Resy(x,t) = fl(x)+f2(x)r(lxt+1) —fl(x) — {/(x)l"((x:—l)_ é’(x)lm
o 20
—6 <f0(x) +f1(x)r(at+1) +f2(x)r(2;+1>)
o tZa
X (1 — fo(x) +f1(x)m +f2(x)1~(2a+1)> :

De I'équation (5.35), nous déduisons que “D{Resy(x,0) = 0, et donc :

~50e" (—1+2¢%)

falx) (14 ex)*
Par suite
up(x,t) = 1 + 10e* i £ 500% (—1+2¢*) 2 |
(1+e)*  (1e)Tlatd)  (14e)'  TRat1)

De méme, pour déterminer f3(x), on écrit pour k = 3 dans I'équation (5.38)

Res3(x, t) =° Dffus(x,t) — ;;Ma(xrt) = 6us(x, 1) (1 —us(x, 1)),
out
o f2u 3
us(x,6) = olX) A1) O ey TP ey
D’ont
T 2%
Res3(x,t) = fi(x) +f2(x)m +f3(x)m
. , o Y tZa " tSa

KO- Ay Ay A O

o t2a t3a
—6 <f0(x) +f1(x)m +f2(x)m +f3(x)l“(3a+1)>

N ou 3a
% (1 ~ fo(x) +f1<x>r(,,f+1) +f2<x>r(zi+1> +f3(x>r<3£c+1)> '

De I'équation (5.35), nous déduisons que D?*Ress(x,0) = 0, et donc :

125" (1—7e*+ 462")
(1+ex)° '

f3(x)
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Par suite
1 10e* e 50e* (—1 + 2¢* p2u
uz(x,t) = >+ 3 ( 1 )
(1+e9)?  (1+e)’T(a+1) (1+e9)* T(2a+1)
N 125¢" (1 — 7e* +4e*) 3
(tey  TEat1)

De méme, le reste des termes restants de f,(x),n > 4 peuvent étre obtenus,
et la solution finale de I'équation (5.36) est donnée sous la forme :

<) tna
u(x, t) =Y fulx)m0——.
= I['(na+1)
a=0.7 «=0.9
1 05
Zos 5
=1 =1
0
0.1 0.1
0.05 5 0.05 5
0 0
t 0 X t 0 X
a= Solution exacte
0.4 0.4
Zo02 Zo2
=1 =1
0 0
0.1 0.1
0.05 5 0.05 5
0 0
t 0 X t 0 X

FIGURE 5.5 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives d’ordre trois par la méthode FRPSM de I'équation (5.36).

0.3
— Solution exacte 2 7
a=1 / -
a=0.95 e
0.25 a=0.8 -7
— — a=0.7 7

0 001 0.02 003 004 005 0.06 0.07 008 009 0.1
t

FIGURE 5.6 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
d’ordre trois par la méthode FRPSM de I'équation (5.36) avec x = 1.
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TABLE 5.3 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives d’ordre trois par la méthode FRPSM pour des valeurs différentes
d’ordre o de I'équation (5.36) avec x = 1.

t =08 a=09 o« =1  Solution exacte |Uexacte — UFRPSM]
0.01 0.087982 0.081516 0.077775 0.077777 1.8174 x 10~°
0.03 0.11475 0.099165 0.089612 0.08966 47858 x 10~°
0.05 0.14229 0.11798 0.10271 0.10293 2.1504 x 10~*
0.07 0.17130 0.13823 0.11707 0.11764 5.6964 x 10~*
0.09 0.20186 0.15995 0.13269 0.13386 1.1618 x 103

Exemple 5.4 Considérons I'équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre fractionnaire tem-
porelle suivante :

2
1
CDtZ"‘u(x,t) = aaxzu(x,t) —3u(x,t), 5 <a<l,0<x<mt>0, (539

avec les conditions initales :

u(x,0) = fo(x) = 0 Dfu(x,0) = fi(x) = 2cosx,  (5.40)

La solution exacte de I'équation (5.39) avec les conditions initiales (5.40) est
donnée par :
u(x,t) = cosxsin 2t.

Selon la méthode FRPSM et les conditions initiales (5.40), la solution en série
de I'équation (5.39) peut étre écrite sous la forme :

ti’ltx

u(x,t) = 2cosx -l- Efn mx+1)

Soit ug(x,t), la ki®™¢ série tronquée de u(x, t) définie comme suit :

tnzx

up(x,t) = 2c08 Xy —|— an Tlna+1)’

et Resy(x,t), la k™ fonction résiduelle tronquée définie par :
2
e

Par conséquent, pour déterminer f(x), nous écrivons pour k = 2 dans
I'équation (5.41)

Res(x,t) =¢ D uy(x,t) — = up(x, t) + 3u(x, 1),k =2,3,4,...  (5.41)

Reso(x,t) = D uy(x,t) — o 22 2(x, t) + 3u(x, 1),
oit o tZa
up(x,t) = fi(x ) T(a+1) + fa(x )m
Donc

T " tZa
(x )F(oc+l) 2 (¥ )F(2a+l)

o 20
(A )

Resy(x,t) = fa(x) — f1(x
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De I'équation (5.35), nous déduisons que Resy(x,0) =0, ona :

fz(x) = 0
D’oit .
Fa+1)

De méme, pour déterminer f3(x), on écrit pour k = 3 dans I'équation (5.41)

up(x,t) = 2cosx

2
Ress (1) =5 DP*us(x,6) — ous(x, )+ 3us(x, 1),
ol
ta t3a
us(x, t) = fl(x)m +f3(x)m-
Par suite :

t ” t* 11 £
Ress(x,t) = fﬂ@m‘ 1(x)m— 3<x)m

o 3
(O )

De I'équation (5.35), nous déduisons que “D{Resz(x,0) =0, ona:
fa(x) = —8cosx.

Par suite :
o t3¢x

b)) =2c08X——— —8COSX—r .
uz(x,t) cosxr(“_i_l) cosxr(3a+1)

De méme, pour determiner fi(x), on ecrit pour k = 4 dans I'équation (5.41)

Resy(x,t) = D uy(x, t) — ;;u4(x,t) + 3ua(x, t),
ol
(1) = Filx) et () e ) e
I'(a+1) I'(Ba+1) I'(4a+1)
Par suite

p tz"‘ " e
Ress(x, 1) = f3(x)m+f4(x)m_ 1(x)m

t3a t4a

1 1/

AT erEny A ey

3 f e i
+ <f1(X)W S ycrey; +f4<x)F(40¢+1)> '

De I'équation (5.35), nous déduisons que ‘D?*Resy(x,0) = 0, on a

f4(x) =0.
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Par suite
« tSa

t) =2 _— — —_.
ug(x,t) Cosxr(zx—i—l) 8cosxr(3“+l)

De méme, pour déterminer f5(x), on écrit pour k = 5 dans I'équation (5.41)
92

Ress(x,t) =¢ th”‘u5(x,t) — ﬁ%(x,t) + 3us(x, 1),

a 3 S
0,0) = i) gy + ) e O e T

Par suite

o tSoc . o
fS(x)m +f5(x)m — N1 (x)m
t3a

Ress(x, t)

5a
1" 1 t

Rk (x)l"(3a+1) —Js (x)‘l"(4oc+1)

3 f e o
+ (fl(x)w Sy +f5(x)F(5“+1)> '

De I'équation (5.35), nous déduisons que “D3*Ress(x,0) = 0, on a
f5(x) = 32 cos x.

Par suite

o 3 S

t) =2cosX—r——— — LA J Y S —
us(x, t) Cosxf(oc+1) 8cosxr(3[x+1)—|—3 cosxr(5lx+1)

De méme, le reste des termes de f,(x),n > 6 peuvent étre obtenues et la
solution finale de I'équation (5.39) est donné sous la forme :

u(x,t) = ;)fm)r(n’;m (5.42)
B 2 ttX 8 t3zX 32 t50¢
= CO”( Ta+1) "TGat1) T(5a+1)+"">

Pour o = 1, la solution (5.42) devient :

u(x,t) = cosx<2t—(23t!)3—|—(25?5+....>.

= cosxsin?2t.

C’est la solution la solution exacte de I'équation (5.39) dans le cas classique.
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TABLE 5.4 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques des
solutions approximatives d’ordre cing par la méthode FRPSM pour des valeurs différentes
d’ordre o de I'équation (5.39) avec x = 1.

t =08 a=09 o« =1  Solution exacte |Uexacte — UFRPSM]
0.01 0.02912 0.017803 0.010805 0.010805 1.3722 x 1016
0.02 0.05062 0.033203 0.021606 0.021606 1.7564 x 10~14
0.03 0.069863 0.047784 0.032399 0.032399 3.0008 x 1013
0.04 0.087708 0.061834 0.043178 0.043178 2.2480 x 10712
0.05 0.10452 0.075482 0.05394 0.05394 1.0719 x 10~ 11

a=0.7 «=0.9

FIGURE 5.7 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives d’ordre cing par la méthode FRPSM de I'équation (5.39).

0.25
— Solution exacte
a=1 —~
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FIGURE 5.8 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
d’ordre cing par la méthode FRPSM de I'équation (5.39) avec x = 1.
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Théoréme 5.4

Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

NOUVELLE METHODE ANALYTIQUE POUR LA RESOLUTION
DES PROBLEMES DE CONVECTION DE DIFFUSION DE REAC-
TION NON-LINEAIRE D'ORDRE FRACTIONNAIRE

Dans ce paragraphe, nous proposons une nouvelle méthode analytique
appelée méthode généralisée de la série fractionnaire de Taylor (GTFSM)
[Khalouta et Kadem, 2019f] pour résoudre les problemes de convection
de diffusion de réaction non-linéaire d’ordre fractionnaire temporelle. Ces
problemes sont des modeles mathématiques tres utiles en sciences appli-
quées telles que la modélisation en biologie, physique, chimie, astrophy-
sique, hydrologie, médecine et en ingénierie.

Les résultats obtenus sont présentés sous la forme d"un nouveau théo-
réme. L'avantage de cette méthode par rapport aux méthodes existantes
est qu’elle résout les problemes non-linéaires sans avoir a recourir a la li-
néarisation ni a aucune autre restriction. La précision et 'efficacité de la
méthode sont testées a 1'aide de deux exemples numériques. Les résul-
tats obtenus interpretent 'efficacité et simplicité pour résoudre différents
types de problemes fractionnaires non-linéaires.

[Khalouta et Kadem, 2019d] Considérons les problemes a valeur initiale de convec-
tion de diffusion de réaction non-linéaire d’ordre fractionnaire temporelle sous la
forme :
“Dfu = (a(u)ux), + b(u)isy + c(u)
{ w(x,0) = folx),  x€R, (5-43)

ot *Df désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre x, o 0 < a <1
et 0 <t < R <1, u = u(x,t) est une fonction inconnue et les fonctions
arbitraires a(u),b(u) et c(u) désignent respectivement le terme de diffusion, le
terme de convection et le terme de réaction.

Alors, par la méthode GTFSM, la solution de (5.43) est donnée sous la forme
d’une série infinie qui converge rapidement vers la solution exacte comme suit :

00 tizx
u(x, t) = i;)ci(x)m,

oit ¢c;(x) sont les coefficients de la série et R est le rayon de convergence.

Démonstration. Considérons les probléemes a valeur initiale de convection
de diffusion de réaction non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle
sous la forme (5.43).

Supposons que la solution prenne la forme en série infinie suivante :

u(x,t) = Zci(x)lm. (5-44)
i=0

Par conséquent, la solution approximative de (5.43) peut étre écrite
sous forme de :

Uy (x,t) = ;)ci(x)l"(ioim = co(x) + ;Ci(x)r(i;%—l)' (5-45)
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En appliquant l'opérateur “Df sur (5.45) et en utilisant ses propriétés
(voir Chapitre 1), on obtient la formule :

tiﬂé

(5.46)

Ensuite, nous substituons les deux équations (5.45) et (5.46) dans (5.43).
Par conséquent, nous avons les relations de récurrence suivantes :

tia n tizx n , tia
ch“ T(ix+1) (” (gci(x)r(iwrl)) (;)Ci(x)r(ioc+1)>>x
n tia n , titx n tia
b <l.zocf(x)r(m+1)> (izocf(x)r(mﬂ)) - <izocf<x)r(m+1)> '

En poursuivant le méme procédé utilisé pour obtenir les coefficients de
la série de Taylor. Particulierement, pour déterminer la fonction ¢, (x), n =
1,2,3,.., nous devons résoudre le probléme suivant :

Dr AL (x, b, m)} Lio=0,

ti“ n tz‘a n , tioc
L(x,t,a,n) = chﬂ wc—i—l) (a <§]Ci(X)r(i“+1)> (E)Ci(x)r(m—’_l)>>x
i no pi o
—b (Zc “X+1)> (gci(X)W> —cC i;)ci(x)w> :

Maintenant, nous déterminons les premiers termes de la suite
{ca(x)}Y. Pour n =1ona
tvc
L(x,t,l)(,l) — C](x)—(a< ( )"’Cl( )1_,( >< ( )+C1( )1_,(“_'_1>>>x

11
_b< o(x) +cr(x >< x) + ¢ (x (“til)>

—C <C0<X> +or(x )M)

En résolvant L(x,0,a,1) = 0, ce qui donne :

(%) = (a (cox)) ch(x))., + b (co(x)) ch(x) + ¢ (co(x).
Pour déerminer cp(x), on considere L(x,t,«,2) et on résout :
Df {L(x,t,a,2)} lt=o=0
Pour déterminer c3(x), on considére L(x,t,«,3) et on résout :
D {L(x,t,a,3)} }i—0=0,

et ainsi de suite.
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En général, pour obtenir la fonction de coefficient ¢ (x), on résout :
DSV (L(x, t,0,k)} L1—o= 0.

Finalement, la solution de (5.43), peut étre exprimée par :

ol ti(X
u(x,t) = Ci(X) =——.
(xt) g 4 )F(wc+1)
Ceci complete la preuve du Théoreme. O

5.5.1 Exemples illustratifs

Exemple 5.5 Considérons le probleme de valeur initiale de convection de diffusion de réaction
non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle suivant :

Dfu = thyy +uuy +u—u?,0<a <1, (5.47)
u(x,0) =1+e", x € R. 547

La solution exacte de (5.47) pour & = 1 est :
u(x, t) =1+

En appliquant les démarches utilisées dans la méthode GTFSM, nous avons
la solution du probleme (5.47) sous la forme :

S tiD(
) = i(X) =——,t € |0,R),x € R.

et
ci(x) =e*, pouri=1,2,3,...

Par conséquent, la solution de (5.47) peut étre exprimée par :

i 2 f3u
u(x,t) = 1+4+¢€ <1 + et 1) + r2at1) + FGat 1) + >
= 1+¢" i _#)
= T(na+1)

= 1 + EXE,X (ttX) ’
oit E,(t*) est la fonction de Mittag-Leffler définie par (1.5).

Pour o = 1, la solution approchée de (5.47) est donnée par :

2
u(x,t) =1+¢" <1+t+2'+3'+...>,

ce qui donne
u(x,t) =1+,

qui n’est autre que la solution exacte de (5.47) dans le cas classique.
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TABLE 5.5 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques
des solutions approximatives d’ordre quatre par la méthode GTFSM pour des valeurs

différentes d’ordre o de I'équation (5.47) avec x = 1.

t =08 a=09 o« =1  Solution exacte |Uexacte — UGTESM|
0.01 0.02912 0.017803 0.010805 0.010805 1.3722 x 1016
0.02 0.05062 0.033203 0.021606 0.021606 1.7564 x 10~ 14
0.03 0.069863 0.047784 0.032399 0.032399 3.0008 x 1013
0.04 0.087708 0.061834 0.043178 0.043178 2.2480 x 10712
0.05 0.10452 0.075482 0.05394 0.05394 1.0719 x 10~ 11

FIGURE 5.9 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions

u(x,t)

u(x,t)

u(x,t)

Solution exacte

approximatives d’ordre quatre par la méthode GTFSM de I'équation (5.47).

FIGURE 5.10 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives

u(x,t)

12

— Solution exacte
Mr | a=t

«=0.95
10 a=0.8
— — a=0.7

05 06 07 08 09 1

d’ordre quatre par la méthode GTFSM de I'équation (5.47) avec x = 1.
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Exemple 5.6

Chapitre 5. Les méthodes FRDTM, FRPSM et GTFSM pour la résolution des
équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre fractionnaire

Considérons le probleme de valeur initiale de convection de diffusion de réaction
non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle suivant :

(5.48)

D¥u = (uuy), + 3uuy +2(u —u?),0 < a <1,
u(x,0) =2vex —e %, x € R.

La solution exacte de (5.48) pour & = 1 est :
u(x,t) = 2e*\/ex — e=4x,

En appliquant les démarches utilisées dans la méthode GTFSM, nous avons
la solution du probléme (5.48) sous la forme :

tiﬂl
0,R), R.
ch Tia 1) te[0,R),x €

et

xX) = 2i\/ex — e—4x, pouri=1,2,3,..

Par conséquent, la solution de (5.48) peut étre exprimée par :

o 22t2a 231‘3“
u(x,t) = 2yeX —e ¥ (1+ + + +>

+ 1) TQa+1) TBa+1)

o
= 2V/e" f4xz ) W — e %E, (2tY),

ntx—l—l

oit E,(2t*) est la fonction de Mittag-Leffler définie par (1.5).
Pour o = 1, la solution approchée de (5.48) est donnée par :

u(x,t) =2\e¥ —e % <1 + 2t (22t!)2 (2t)° + > ,

3!
ce qui donne
u(x,t) = 2e*\/ex — e=4x,
qui n’est autre que la solution exacte de (5.48) dans le cas classique.
TABLE 5.6 — Les valeurs numériques de la solution exacte et les valeurs numériques

des solutions approximatives d’ordre quatre par la méthode GTFSM pour des valeurs
différentes d’ordre o de I'équation (5.48) avec x = 1.

t a«=08 a=09 a=1 Solution exacte |Uexacte — UGTFSM]|

0.1 42845 42845 4.0139 4.0139 9.0642 x 10~°
0.2 6.1584 5.4182 4.9023 4.9026 3.0025 x 1074
03 79535 6.7924 5.9857 5.9881 23622 x 1073
04 10.138 8.4653 7.3035 7.3138 1.0322 x 102
0.5 12781 10.494 8.9004 8.9331 3.2694 x 1072
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a=0.7 =09
200 200

100 100

u(x,t)
u(x,t)

Solution exacte

200 200

100 100

u(x,t)
u(x,t)

FIGURE 5.11 — Les graphes représentant la surface de la solution exacte et des solutions
approximatives d’ordre quatre par la méthode GTFSM de I'équation (5.48).

18
Solution exacte
160 | a=1 A
— =095 s
a=0.8 Y 4
141 1= — a=07 % 1

u(x,t)

2 . . . . . . . . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

FIGURE 5.12 — Le comportement de la solution exacte et des solutions approximatives
d’ordre quatre par la méthode GTFSM de I'équation (5.48) avec x = 1.
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ANNEXE

DAnS cette partie, nous présentons nos résultats sous forme d’articles
pour la résolution d"une certaine classe d’équations aux dérivées par-
tielles non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle dite : "Nonlinear Ca-
puto time-fractional wave-like equations with variable coefficients"
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1 Introduction

The fractional calculus which deals with derivatives and integrals of arbitrary orders
plays a vital role in many fields of applied science and engineering |4]. Recently, nonlin-
ear fractional partial differential equations are successfully applied to many mathematical
models in mathematical biology, aerodynamics, rheology, diffusion, electrostatics, elec-
trodynamics, control theory, fluid mechanics, analytical chemistry and so on.

Several analytical and numerical methods have been proposed to solve nonlinear
fractional partial differential equations. The most commonly used ones are: the adomian
decomposition method (ADM) [§] variational iteration method (VIM) [10], fractional
difference method (FDM) [4], homotopy perturbation method (HPM) |3].

In this paper, the main objective is to introduce a comparative study of nonlinear
time-fractional wave-like equations with variable coefficients by using the new iterative
method (NIM) which uses only the inverse operator and the natural homotopy pertur-
bation method (NHPM) which is a coupling of the natural transform and the homotopy
perturbation method (HPM) using He’s polynomials.

Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equations:

ok+m
Div = Z Fiig (X, 1,0) ze mFZij(%,%) (1)

i,j=1

+ZG1i(X,t,U)87fo2i(Uwi) + H(X,t,v) + S(X, t)

i=1
with the initial conditions
v(X,0) = ap(X),v:(X,0) = a1(X), (2)

where D is the Caputo fractional derivative operator of order o, 1 < v < 2.

Here X = (z1,22,...,%n), F1ij, G1; are nonlinear functions of X, ¢ and v, Fy;j, Go; are
nonlinear functions of derivatives of v with respect to z; and x;, respectively. Also H,S
are nonlinear functions and k, m, p are integers.

In the classical case, these types of equations are of considerable significance in various
fields of applied sciences, mathematical physics, nonlinear hydrodynamics, engineering
physics, biophysics, human movement sciences, astrophysics and plasma physics. These
equations describe the evolution of erratic motions of small particles that are immersed
in fluids, fluctuations of the intensity of laser light, velocity distributions of fluid particles
in turbulent flows [7].

2 Basic Definitions

In this section, we give some basic definitions and important properties of fractional
calculus theory and natural transform, which will be used in this paper.

Definition 2.1 [4] The Riemann-Liouville fractional integral operator of order o > 0
of a function f € C,, p > —1 is defined as follows:

t
of —FL/ )21 F(€)dE,t > 0. (3)
0
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Definition 2.2 [4] The Caputo fractional derivative operator of order n—1 < a < n,
n € N of a function f € C”; is defined as follows:

t
szf( ) In aan( / n a_lf("),t > 0. (4)
0

For the Riemann-Liouville fractional integral and Caputo fractional derivative, we
have the following relation:

n—1
tk

IEDYf() = f(t) = > f®(0) .t > 0. (5)

k!’
k=0

Definition 2.3 [1] The natural transform is defined over the set of functions A =
1t .
{f(t)/3M, 71,72 > 0,|f(t)] < MeT, if t € (—1)7 x [0,00) } by the following integral:

—+o0

N (@) = R ) = [ e ot e (0,0), (

0

Definition 2.4 [6] The natural transform of the Caputo fractional derivative of
order n — 1 < a <n, n € Nis defined as follows:

& n—1 sa—(k+1)
" [DFf(t)] = R:(Sau) = uTXRJr(Svu) - Z Wf(k)(OJ“). (7)
k=0

3 The New Iterative Method (NIM)

In this section, we introduce the new iterative method for solving equations and .
Applying the inverse operator I* on both sides of equation and using , we get

n—1 ik k+m
v(X, ) > VR (X, o) TR le Fuij(X,t,v) ai? ax;ﬁFQij(vm,uzi) (8)
n o )
+ Z:ZI G1i(X, t,’U)TIfG%(UQ;i) + H(X,t, U)) + I (S(X,1)).
Let
n—1
g(x,t) = > oM(X, O)k' + 12 (S(X, 1),
k=0
N aker
N@w(X,t) = I ”21 Frij(X,t,v) 5aF &C?FM(%,%) (9)

+ZG1i(X;t7U)

o pGgl(’UI )+H(X7t,v)> .
i=1
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Thus, can be written in the following form:
U(X7t) :g(X’t) +N(U(X7t))’ (10)

where ¢ is a known function, N is a nonlinear operator of v.
The nonlinear operator N can be decomposed in the same way as in [2].
So, the solution of equation can be written in the following series form:

U(X,t):Zvi(X,t)zg(X,t)—FN(Zvi(X,t)> . (11)

=0 =0
4 The Natural Homotopy Perturbation Method (NHPM)

In this section, we describe the application of the natural homotopy perturbation method
(NHPM) for equations and (2). First we define

n aker
NU - Fli'(th»v)i,,F%'(vxia/Umj)a
121 ! dxkoxm ™
n ap
Mv = > Gri(X,1,0) 55 Gai(vr,), Kv = H(X, t,0). (12)
i=1 @

Equation is written in the form
Dfv(X,t) = Nu(X,t) + Mu(X,t) + Kv(X,t) + S(X,t),t > 0. (13)
Apply the natural transform on both sides of and use , after that, we take
the inverse natural transform, we obtain

v(X,t) = L(X,t) + N ! (iN* [Nv(X,t) + Mv(X,t) + Kv(X, t)}) , (14)

where L(X,t) is a term arising from the source term and the prescribed initial conditions.
Now we apply the homotopy perturbation method and the nonlinear terms can be
decomposed in the same way as in 9], we get

> " (X,t) = L(X,t)+p N <Z:N+ [Z P Ha(0) + ) p"Kn(v)
n=0 n=0 n=0

+ prnw)] )] , (15)
n=0

where H,,(v), K,(v) and J,(v) are He’s polynomials [5].
By using the coefficient of the like powers of p in equation (15]), the following approx-
imations are obtained:

po o vp(X,t) = L(X,t),
pto on (X, ) =Nt (£N+[H0(v)+Ko(v)+Jo(v)]), (16)

P’ (X, t)=N"! <$N+[H1(0)+K1(v)+J1(v)]>
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Hence, the solution of equations and is given by

v(X,t) = Zvn(X,t). (17)
n=0

5 Illustrative Examples and Numerical Results

Example 5.1 Consider the 2-dimensional nonlinear time-fractional wave-like equa-
tion with variable coefficients
0? 0?
&Uay( v lyy) 8m6y(
with the initial conditions

v(z,y,0) =™, v (x,y,0) =", (z,y) € R2. (19)

Di'v TYvzvy) —v,t > 0,1 < a <2, (18)

5.1 Application of the NIM

By applying the steps involved in NIM as presented in Section 3 to equations (18]) and
7 we have

e ot
o= UEDetu=s <F(a+ 0t Tt 2)) -
t2a t2a+1
V2= (F(Qa 1) T Teat 2)) e (20)
So, the solution of equations and is
+ t(x+1 t2a t20¢+1
v(@,y,t) = <1 TR Ta+2) (T@atD) TRat2) ) . (21

In the special case, a = 2, the series has the closed form
v(z,y,t) = (cost + sint) e™. (22)

5.2 Application of the NHPM
By applying the steps involved in NHPM as presented in Section 4 to equations and

(19), we have

t(x t(l‘f‘l
0 - zy pl = + *
: t)=(1+t)e",p : t)=— !
P U0($7y, ) ( )6 P Ul(-'L',y, ) (F(OL 1) F(OZ + 2)) e

) 120 2041 .
P v@yt) = (I‘(2a+ " F(2a+2)> e (23)
Therefore, the solution of equations and can be expressed by
£ ot 12 2o+l
ol y,t) = (1 T Ta+2) (T@atl) Teat2) ) . (24)

Taking a = 2 in equation 7 we obtain the exact solution as
v(x,y,t) = (cost + sint) e™V. (25)
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Figure 1: (a) The comparison of the 3—term approximate solution by NIM, NHPM and the
exact solution, when @ = 2 and x = y = 0.5, (b) The behavior of the exact solution and the
3—term approximate solution by NIM and NHPM for different values of & when z =y = 0.5.

|Uemact — UNIM| |Ueazact — UNHPM| |vexact — UNIM| ‘vemact — 'UNHPM|
t/x,y 0.5 0.5 0.7 0.7
0.1 1.8085 x 1077 1.8085 x 1077 2.2991 x 1077 2.2991 x 1079
0.3 1.3536 x 10~ 1.3536 x 10~° 1.7208 x 10~ 1.7208 x 10~
0.5 2.9725 x 10~° 2.9725 x 1075 3.7787 x 107° 3.7787 x 107°
0.7 2.2882 x 10~ 4 2.2882 x 10~ 4 2.9089 x 10~ % 2.9089 x 10~ %
0.9 1.0547 x 1073 1.0547 x 1073 1.3407 x 1073 1.3407 x 1073

Table 1: The absolute errors for differences between the exact solution and 3—term approximate
solution by NIM and NHPM for Example [5.1] when a = 2.

Example 5.2 Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equation
with variable coeflicients

82

2
DYv=w @(vmvmvmm) + v

with the initial conditions

5 O
T Ox?

5.3 Application of the NIM

——(v3,)—18° +v,t>0,1 <a <2,

v(x,0) = €%, v (z,0) = e®, 2 €]0,1].

(26)

(27)

By applying the steps involved in NIM as presented in Section 3 to equations and
, we have

Vo

(141)e®, v = (r(

2= (F(Qa 1)

tO/,

ta+1

t20¢

a+1)
t20¢+1

T Tar2)

)

x

€,

(28)
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So, the solution of equations and is

to ta+1 t2a t2a+1
t)y=(1+t I 29
ol@:t) ( T Tt " Tar2) "T@atrD TRat2) " )e (29)
In the special case, a = 2, the series has the closed form
v(w,t) = et (30)

5.4 Application of the NHPM
By applying the steps involved in NHPM as presented in Section 4 to equations and

7 we have

ta ta+1
o . t) = (1+8)e" p: t) = :
P vo(z,t) = (L+t)e’,p : vi(z,1) (I‘(a—i—l) +F(a+2)>6 ’
) t2a t2a+1
: t — 1-.- 1
Proi (o) (F(2a 1) " Ta+ 2)) ‘ .

Therefore, the solution of equations and can be expressed by

toz ta+1 t2a t2a+1
t)y=(1+t o) er. 32
v(z,?) < Tt ar ) T Ter2) TTRar ) TTRav2 T )e (32)
Taking o = 2 in equation , we obtain the exact solution as
v(w,t) = et (33)

(C) b
4.5 5 (¢ ‘)
Exact Solution Exact Solution /
— == NIM L | a=2 /]
a4+ NHPM B 4.5 a=1.95 /
=18 /
— — -a=1.7 /
ar = y 1
3.5 7 Y
L / ]
3.5 Vi
= 3r 7 = /
L / ]
3 /
7/
2.5 1 Y
25 r Vs 7
V
> Ve
I T L Va 4
2 7
e
1.5 1.5
o 0.5 1 o 0.5 1

Figure 2: (a) The comparison of the 3—term approximate solution by NIM, NHPM and the
exact solution, when o = 2 and = = 0.5, (b) The behavior of the exact solution and the 3—term
approximate solution by NIM and NHPM for different values of « when x = 0.5.
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|U6wact - UNIM| |'eract - UNHPM| |U67;act - UNIM| |Uea:act - UNHP]\/I|
t/x 0.5 0.5 0.7 0.7
0.1 2323x1077 2.323 x 1079 2.8373 x 1079 2.8373 x 1079
0.3 | 1.7436 x 10~ 1.7436 x 1076 2.1297 x 1076 2.1297 x 1076
0.5 | 3.8504 x 10~° 3.8504 x 10~° 4.7029 x 10°° 4.7029 x 10°°
0.7 | 2.9890 x 10~* 2.9890 x 10~7 3.6507 x 10~4 3.6507 x 10~ 4
0.9 [ 1.3929 x 10~3 1.3929 x 103 1.7013 x 103 1.7013 x 1073
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Table 2: The absolute errors for differences between the exact solution and 3—term approximate
solution by NIM and NHPM for Example when a = 2.

Example 5.3 Consider the following one-dimensional nonlinear time-fractional
wave-like equation with variable coefficients

Div = xQ%(vzvm) — 2% (Vg)? — 0, > 0,1 < a <2, (34)

with the initial conditions

v(x,0) = 0,v(x,0) = 22,2 €]0,1[. (35)

5.5 Application of the NIM

By applying the steps involved in NIM as presented in Section 3 to equations (34)) and

, we have

ra+l {20+1
vo = tz?, v = —mx , Vg = mx (36)
So, the solution of equations and is
v(x,t) = 22 <t - e + e - ) . (37)
’ IMNa+2) T'(2a+2)
In the special case, a = 2, the series has the closed form
v(z,t) = x?sint. (38)

5.6 Application of the NHPM
By applying the steps involved in NHPM as presented in Section 4 to equations and

([35), we have

0 2 1 et et
p° oz, t) =tz p :vl(a:,t):—mx 07 s vg(x,t) = mx (39)
Therefore, the solution of equations and can be expressed by
v(z,t) = x? <t - e + e - ) . (40)
’ MNa+2) T'(2a+2)
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Taking a = 2 in equation , we obtain the exact solution as

2 .
v(z,t) = x°sint. (41)
b
0.25 0.25 (¢ w)
Exact Solution Exact Solution
—-—--NIM Ca=2
NHPM «a=1.95
0.2 R 0.2 =18 5
— — -~«=1.7 -
e
e
e
0.15 7 0.15 v 7
v
= > 7
v
7
0.1 1 0.1 / 1
/
0.05 1 0.05 / 1
/
/
/
o : (o] :
(o] 0.5 1 (o] 0.5 1
t t

Figure 3: (a) The comparison of the 3—term approximate solution by NIM, NHPM and the
exact solution, when o = 2 and = = 0.5, (b) The behavior of the exact solution and the 3—term
approximate solution by NIM and NHPM for different values of « when z = 0.5.

|vewact — UNIM| |ve:cact — UNHPM| |Ue:1:act — UNI]W| |Ue:ract — UNHPM|
t/x 0.5 0.5 0.7 0.7
0.1 [ 4.9596 x 10~2 | 4.9596 x 10~12 | 9.7209 x 10~ 2 9.7209 x 10~ 12
0.3 | 1.0835 x 10~8 1.0835 x 10~8 2.1236 x 10~8 2.1236 x 10~8
0.5 | 3.8618 x 10~ " 3.8618 x 10~7 7.5692 x 10~7 7.5692 x 10~7
0.7 | 4.0574 x 10~° 4.0574 x 1076 7.9524 x 1076 7.9524 x 10~6
0.9 2.346 x 10~° 2.346 x 10~° 4.5982 x 10~° 4.5982 x 10~°

Table 3: The absolute errors for differences between the exact solution and 3—term approximate
solution by NIM and NHPM for Example [5.3] when a = 2.

The numerical results (see Figures [1J2| and [3]) affirm that when o approaches 2, our
results approach the exact solutions. In Tables and (3] the absolute errors obtained
by NIM are the same as the results obtained by NHPM.

Remark 5.1 In general, the results obtained show that the method described by
NIM is a very simple and easy method compared to the other methods and gives the ap-
proximate solution in the form of series, this series in closed form gives the corresponding
exact solution of the given problem.

Remark 5.2 In this paper, we only apply three terms to approximate the solutions,
if we apply more terms of the approximate solutions, the accuracy of the approximate
solutions will be greatly improved.
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6 Conclusion

In this paper, we have compared between the new iterative method (NIM) and the natural
homotopy perturbation method (NHPM) for solving nonlinear time-fractional wave-like
equations with variable coefficients. The two methods are powerful and efficient methods
and both give approximations of higher accuracy and closed form solutions, if any. The
comparison gives similar results and supplies quantitatively reliable results. It is worth
mentioning that the NIM has an advantage over the NHPM because it takes less time
and uses only the inverse operator to solve the nonlinear problems and there is no need to
use any other inverse transform as in the case of NHPM. The two methods are powerful
mathematical tools for solving other nonlinear fractional differential equations.
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Abstract: In this paper, we give a new representation of exact solutions for nonlinear
time-fractional wave-like equations with variable coefficients using a recent and reli-
able method, namely the fractional reduced differential transform method (FRDTM).
Using the FRDTM, it is possible to find solution for this type of equations in the form
of infinite series, this series in closed form gives the exact solution. It has been proven
that the FRDTM is a convenient and effective method in its application. The accu-
racy and efficiency of the method is tested by means of three numerical examples.

Keywords: nonlinear time-fractional wave-like equations; Caputo fractional deriva-
tive; fractional reduced differential transform method.
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1 Introduction

The nonlinear fractional partial differential equations (NFPDESs) are increasingly used
to model many problems in mathematical physics, including electromagnetics, fluid flow,
diffusion, quantum mechanics, damping laws, viscoelasticity and other applications. Ex-
act solutions of NFPDEs are sometimes too complicated to be attained by conventional
techniques due to the computational complexities of nonlinear parts involving them.
Therefore, for the study of solution of NFPDEs there are variety of analytical and ap-
proximate methods found in literature. Among them most useful and common meth-
ods are: the Adomian decomposition method (ADM) [8], variational iteration method
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(VIM) [10], fractional difference method (FDM) [4], generalized differential transform
method (GDTM) [1], homotopy analysis method (HAM) |11], homotopy perturbation
method (HPM) [9)].

Recently, an efficient analytical technique for handling different types of NFPDEs has
been developed called the fractional reduced differential transform method (FRDTM).
The FRDTM was effectively used for finding the solution of various kinds of NFPDEs [5}-
7). Further, this method does not require any discretization, linearization and therefore it
reduces significantly the numerical computations compare with the existing methods such
as the perturbation technique, differential transform method (DTM) and the Adomian
decomposition method (ADM).

In [3], we solved the nonlinear time-fractional wave-like equations with variable coef-
ficients by two different methods and compared between these two methods.

The main objective of this paper is to give a new representation of exact solutions
for this type of equations using the FRDTM.

Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equations:

- n 6k+m
D2y = Z Flij(thau)mF%j(uwwU'wj) (1)
i,j=1 vt
n
9P
“FZGU(X’LU)*

axpG%(uwi) + H(X7t7u) + S(X7 t)v
i=1 i

with the initial conditions
U(X,O):ao(X), ut(XaO):al(X)a (2)

where D2 is the Caputo fractional derivative operator of order 2, % <a<l.

Here X = (z1,29,...,2,) € R",n € N*, Fy;;,Gy; 4,5 € {1,2,...,n}, are nonlinear
functions of X, ¢ and w, Fy;j, Go; 4,5 € {1,2,...,n}, are nonlinear functions of derivatives
of u with respect to z; and z; i,j € {1,2,...,n}, respectively. Also H,S are nonlinear
functions and k, m, p are integers.

These types of equations are of considerable significance in various fields of applied sci-
ences, mathematical physics, nonlinear hydrodynamics, engineering physics, biophysics,
human movement sciences, astrophysics and plasma physics. These equations describe
the evolution of erratic motions of small particles that are immersed in fluids, fluctuations
of the intensity of laser light, velocity distributions of fluid particles in turbulent flows.

2 Basic Definitions

In this section, we give some basic definitions and properties of the fractional calculus
theory which are used further in this paper. For more details, see [4].

Definition 2.1 A real function u(z,t),z € I C R,t > 0, is considered to be in the
space C,(I x RY), u € R if there exists a real number p > y, so that u(z,t) = t* f(z, 1),
where f(z,t) € C (I x RT), and it is said to be in the space Cj; if u™ (z,t) € Cy,n €N,

Definition 2.2 Let u(z,t) € C,(I x RT), n > —1. The Riemann-Liouville fractional
integral operator of order v > 0 of w(x,t) is defined as follows:

¢
1 _ a1
[Pu(w,t) = T@ E{(t T u(x, )dé,a >0,z € I,t>£>0,

3)

u(x,t), a =0,
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where T'(.) is the well-known gamma function.

Definition 2.3 The Caputo fractional derivative operator of order a of wu(x,t) is
defined as follows:

t
1704) f (t - 5)’“_0‘_1 u(”)(:c,f)d§7n -l<ax n,
0

Diu(z,t) = (4)

u(™ (1), a=n.

For the Riemann-Liouville fractional integral and Caputo fractional derivative, we
have the following relation:

IFDiu(z, t) = u(z,t) Z u® (z,07) E,xelt>0 (5)

3 Fractional Reduced Differential Transform Method (FRDTM)
In this section, we apply the fractional reduced differential transform method for (n +
1)—variable function u(x1,xs, ..., s, t) which has been developed in [2].

On the basis of the properties of the one-dimensional differential transform, the func-
tion u(xy, Ta, ..., Tp,t) can be represented as

(Z Fl(k1)$]f1> (Z F2(k2)$§2> x
k=0 k2 =0

(35 )« (£ )

(o] o0 (o]
Z Z Z Z (k1,ka, ..., ki, km)xlfla:];?..a:ﬁ"tkm,

k1=0ko=0  kp=0km

W(T1, T2y ey Ty T)

where U(ky, ko, ..oy kny k) = F1 (k1) X Fo(ka) X ... X By (k) X Fi (i ) is called the spectrum
of u(xy, 2, ..., Tpn,t). Next, we assume that u(X,t), X = (21,29, ...,2,) is a continuously
differentiable function with respect to the space variable and time in the domain of
interest.

Definition 3.1 Let u(X,¢) be an analytic function, then the FRDT of w is given by

- 1 o
=2 i ) [8t’mu(X7 t)] ’ (6)

k=0 t=to

where « is a parameter describing the order of time fractional derivative in the Caputo
sense. Here the lowercase u(X,t) represents the original function while the uppercase
Ui (X) stands for the fractional reduced transformed function.

Definition 3.2 The inverse FRDT of Uy (X) is defined by

= f:Uk(X)(t—to)’w‘. (7)
k=0
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Combining equations @ and , we have

w0 =Y sy 0] et 3
P T(ka+1) | Othe —to

In particular, for ¢t = 0, equation becomes

- 1 e o
u(X,t) = kz:% Tha 1) L’?tkau(x’ t)} . the, (9)

Moreover, if a = 1, then the FRDT of equation reduces to the classical RDT
method. From the above definitions, the fundamental operations of the FRDTM are
given by the following theorems.

Theorem 3.1 Let Up(X),Vi(X) and Wi(X) be the fractional reduced differential
transform of the functions u(X,t),v(X,t) and w(X,t), respectively, then
(1) if w(X,t)=(X,t)+ pv(X,t), then Wi(X) = NUL(X) + uVi(X), A\, p € R.
(2) if w(X,t) =u(X,t)v(X,t), then Wi(X) = i:o Ur(X)Vi—r(X).
(3) if w(X,t) = u* (X, t)u?(X,t)..u"(X,t), then

k kn— 1 kg k)g

kn—1=0kn _2=0  ka=0k1=0
X UL (XU, (X)

o

() fwx. ="

Hina u(X,t), then

I (ka+na+1)
X)=—F—-—"-= X =1,2,...
Wk( ) F(ka+1) Uk+n( ),TL ) &y

4 FRDTM for Nonlinear Time-Fractional Wave-Like Equations

Theorem 4.1 Consider the nonlinear time-fractional wave-like equations with
the initial conditions (@
Then, by FRDTM the solution of equations —(@ is giwen in the form of infinite

series as follows:
oo

u(X,t) = Up(X)the,
k=0
where U (X) is the fractional reduced differential transformed function of w(X,t).

Proof. In order to achieve our goal, we consider the following nonlinear time-
fractional wave-like equations with the initial conditions (2).

Applying the FRDTM to equation , we obtain the following recurrence relation
formula:
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Uesa(X) = et (A (X) + Bu(X) 4 GX) + DX, (10)

where Ap(X),Br(X),Cr(X) and Dy(X) are the transformed form of the nonlinear
n 8k+m n ap
terms, i};lFlij(XJaU)WFHJ'(U@“U%)» i;Gli(X;tvu)aiﬁGZi(umi)a H(X,t,u)

and S(X,t), rerspectively.
Now, using the FRDTM under the initial conditions , we obtain

Uo(X) = ao(X), U1 (X) = a1 (X). (11)

We substitute equation into equation , we get

Up(X) = ao(X), Ui(X) = a1(X),

Us(X) = m [40(X) + Bo(X) + Co(X) + Do(X)],

Us(X) = lm[Al(X)+B1(X)+01(X)+D1(X)], (12)
Uu(X) = m [A2(X) + Ba(X) + Co(X) + D(X)].

Then, the solution of equations (I)-(2) in the form of infinite series is given by

o0

u(X,t) = Up(X)the. (13)
k=0

The proof is complete.

5 Numerical Examples

In this section, we describe the method explained in Section 4. Three numerical examples
of nonlinear time-fractional wave-like equations with variable coefficients are considered
to validate the capability, reliability and efficiency of the FRDTM.

Example 5.1 Consider the 2-dimensional nonlinear time-fractional wave-like equa-
tion with variable coefficients:
2 62

o 1
D%y = m(uuuyy) - aTay(a:yuLuy) —u,t >0, 5 <a <1, (14)

with the initial conditions
u(z,y,0) = ™, u(x,y,0) = e, (x,y) € R2. (15)

Applying the FRDTM to equations -, we obtain the following recurrence
relation formula:

UO(xa y) = exy7 Ul(xa y) = exy7 (16)
L(ka+1) 02 0?

Uk+2('r7y) = F(k()é+20l+1) axayAk(xay)_aTayBk(xay)_Uk(xvy) ;
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where Ay (z,y) and By (z,y) are the transformed form of the nonlinear terms, wy,u,, and
TYuguy. For the convenience of the reader, the first few nonlinear terms are as follows:

Ag = UpzzUoyy,

A1 = UoeaUryy + UieaUgyy,

Ay = UozaUsyy + UizaUiyy + UsezUoyy,
By = ayUp,Uyy,

B: = zyUp, Uiy + 2yUi.Uyy,

By = ayUp,Usy + 2yUi,Ury + xyUs,Ugy.

From the relationship in , we obtain
1

o) = ¢, Ua(og) = € Ualo) =~y
B F'(a+1) oy B 1 oy
Us(z,y) = T (30t 1)6 yUa(z,y) = T (ia T 1)6

So, the solution of equations — is given in the form of infinite series as follows:

1 2c F(a+1) 3a+ 1 t4a+...> ery.

u(z,y,t) = (1 +t¥— T2a+1)  T(Ba+1) Ida+1)

In particular, for @ = 1, the solution of equations — has the general pattern
form which coincides with the following exact solution in terms of infinite series:

U
u(z,y,t) = (1+t—2'— 3'—|—4'+...> ey,

Therefore, the exact solution of equations - in a closed form of elementary
function will be given by
u(z,y,t) = (cost +sint) e™,

which is the same result as those obtained by the NIM and NHPM [3].

Example 5.2 Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equation
with variable coefficients:

2 o 1

with the initial conditions

Dfau = u?

u(z,0) = e®,u(z,0) =%, x€]0,1]. (18)

Applying the FRDTM to equations (17)-(18)), we obtain the following recurrence

relation formulas:

Up(z) = €% Ui(z)=¢€", (19)

Ueia(o) = g gy ) + Bul) = 1564(0) + Ui,
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where Ay(x), Bi(z) and Ci(x) are the transformed form of the nonlinear terms,
2 2

0
U = (Up Uy Upaa ), Uy 7 (ud,) and u®. For the convenience of the reader, the first
i
few nonlinear terms are as follows:
, 0
0 0 6.132 [ 0 0 0. }
A ——2UUéiW'U U ]+W§iW'U U
1 - ov1 6332 0xVY0zxzY0zxzxx 0 (9332 1lzY0xaVO0zxxx
+UO:E Ulmr UOxzx + UOx UOzzUlzmr] )
82
_ 2 3
BO - UOa: o2 UO:ECE’
B, = 2U,U 32U3 3U282(ﬂ U
1 = 0z lw@ Ozz T Oz@ [ Oz 1EI] )
Co = U3, Cy = 5UU.

From the relationship in (19]), we obtain

Uo(z) = €%, Ui(z) =€,

1 P(a+1)
U = [——— U = T I...
2(7) e’ W=t

So, the solution of equations — is given in the form of infinite series as follows:

1 INa+1)
t)y=(1+t* 12 53 4 ) e
u(@, ) <F "Toar D’ "TBatry’ )e

In particular, for o = 1, the solution of equations — has the general pattern
form which coincides with the following exact solution in terms of infinite series:

2 3

Therefore, the exact solution of equations - in a closed form of elementary

function will be given by

u(z,t) = T

)

which is the same result as those obtained by the NIM and NHPM [3].

Example 5.3 Consider the following one-dimensional nonlinear time-fractional
wave-like equation with variable coeflicients:

0 1
D%y = an—(qum) — 2% (Ugz)? —u, t>0, 3 <a<l, (20)
x

with the initial conditions

u(z,0) = 0,u(x,0) = 22, = €]0,1[. (21)
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Applying the FRDTM to equations —, we obtain the following recurrence

relation formulas:

Up(x) = 0,Ui(x) =22 (22)
I'(ka+1) 5 0 9
U, = -— —A —z°B - U,
k+2() Tlha 120 +1) |© 02 k(z) — 2" By(z) — Ur(z) |,
where A (x) and By(x) are the transformed form of the nonlinear terms, u ., and u2,.
For the convenience of the reader, the first few nonlinear terms are as follows:

Ao = UorUosz,

A1 = UpUize + Ui2Uoga,

Ay = UpUszse + UizUrgs + U2pUpsz,
By = Ugse
B1 = 2UpzeUrga,
By = 2UpuaUses + Uty

From the relationship in , we obtain

Uo(z) = 0,Ui(z) = 2% Us(z) =0,
Us(x) = IF((:;.;J_ri_ll))zj,U4(;z:)—O...

So, the solution of equations — is given in the form of infinite series as follows:

(4o Tlat1) 5, Tla+1) 5,
u(x,t)(t 7F(3a+1)t3 F(5a—|—1)t5 +) z2.

In particular, for @ = 1, the solution of equations — has the general pattern
form which coincides with the following exact solution in terms of infinite series:

A 9
u(z,t) = t—g—l———i—... x”.

5!

Therefore, the exact solution of equations — in a closed form of elementary
function will be given by
u(z,t) = 2% sint,

which is the same result as those obtained by the NIM and NHPM (3].

6 Numerical Results and Discussion

In this section the numerical results for all Examples and are presented.
Figures [1] [3] and [5] represent the surface graph of the exact solution and the 6—term
approximate solution at o = 0.6, 0.8, 1. Figures and [6] represent the behavior of the
exact solution and the 6—term approximate solution at a = 0.7,0.8,0.95,1 in the case
when x = y = 0.5 for Example [5.1] and z = 0.5 for Examples [5.2] and Tables
and [3| show the absolute errors between the exact solution and the 6—term approximate
solution at « = 1 and different values of z,y and ¢. The numerical results afirm that
when a approaches 1, our results obtained by the FRDTM approach the exact solutions.
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Figure 1: The surface graph of the exact solution and the 6—term approximate solution by
the FRDTM for Example when y = 0.5: (a) v when o = 0.6, (b) v when a = 0.8, (c) u
when o = 1, and (d) u is exact.
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1.9

«=0.95 a=0.8 — — a=0.7

Exact solution -+~ a=1

1.2 . . . . . . . . .
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 2: The behavior of the exact solution and the 6—term approximate solution by the
FRDTM for different values of « for Example [5.1] when x = y = 0.5.

t/x,y 0.1 0.3 0.5 0.7
0.1 | 1.4226 x 107° | 1.5411 x 1079 | 1.8085 x 10~° | 2.2991 x 10~9
0.3 | 1.0648 x 107% | 1.1535 x 107 | 1.3536 x 10~ | 1.7208 x 10~
0.5 | 2.3382x107° | 2.5330 x 10~° | 2.9725 x 10° | 3.7787 x 10~°
0.7 | 1.8000 x 107 | 1.9499 x 10~% | 2.2882 x 10~% | 2.9089 x 107
0.9 | 82963 x 10~% [ 8.9872 x 10~ % | 1.0547 x 10~3 | 1.3407 x 10~3

Table 1: Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for

Example[5.1] when n =6 and o = 1.
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Figure 3: The surface graph of the exact solution and the 6—term approximate solution by
the FRDTM for Example[5.2]: (a) u when a = 0.6, (b) u when a = 0.8, (c) u when a = 1, and
(d) u is exact.

Exact solution -+~ a=1 «=0.95

a=0.8 — — a=0.7| ,
7]

Figure 4: The behavior of the exact solution and the 6—term approximate solution by the
FRDTM for different values of « for Example [5.2] when x = 0.5.

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7

0.1 | 1.5572 x 10792 | 1.9019 x 1079 | 2.3230 x 10~° | 2.8373 x 1079
0.3 [ 1.1688 x 1076 | 1.4276 x 1076 | 1.7436 x 1076 | 2.1297 x 10~©
0.5 | 2.5810 x 10=° | 3.1525 x 10~ | 3.8504 x 10> | 4.7029 x 10—°
0.7 | 2.0036 x 10~% | 2.4472 x 10~% | 2.9890 x 10~ * | 3.6507 x 10~ *
0.9 [ 9.3372 x10~% | 1.1404 x 1073 | 1.3929 x 1072 | 1.7013 x 103

Table 2: Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for

Example[5.2] when n =6 and o = 1.
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Figure 5: The surface graph of the exact solution and the 6—term approximate solution by

the FRDTM for Example[5.3]: (a) u when a = 0.6, (b) u when a = 0.8, (c) u when a = 1, and
(d) u is exact.
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Exact solution -+ a=1 0=0.95 =08 — — a=0.7|

0.15 -

0.1lr -

0.05 -

o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 6: The behavior of the exact solution and the 6—term approximate solution by the
FRDTM for different values of « for Example [5.3] when z = 0.5.

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7

0.1 [ 1.9839 x 10~ 13 | 1.7855 x 10~2 | 4.9596 x 102 | 9.7209 x 10~ '2
0.3 | 4.3339 x 10710 | 3.9005 x 109 | 1.0835 x 10~% | 2.1236 x 108
0.5 | 1.5447 x 1078 | 1.3903 x 10~7 | 3.8618 x 10~7 | 7.5692 x 107
0.7 | 1.6229 x 107 | 1.4606 x 1076 | 4.0574 x 10~% | 7.9524 x 10~
0.9 | 9.3840 x 107 | 8.4456 x 1076 | 2.3460 x 107° | 4.5982 x 10—°

Table 3: Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for

Example[5.3] when n =6 and o = 1.
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7 Conclusion

In this paper, a new representation of exact solutions for nonlinear time-fractional wave-
like equations with variable coefficients was presented by using the fractional reduced
differential transform method (FRDTM). The method was applied to three numerical
examples. In the numerical examples, our method gave us the solutions in the form
of infinite series, this series in closed form gives the corresponding exact solutions for
these equations without any transformation, discretization and any other restrictions,
therefore it reduces significantly the numerical computations compare with the existing
methods such as the perturbation technique, differential transform method (DTM) and
the Adomian decomposition method (ADM). Also, our results obtained in this paper
are in a good agreement with the exact solutions; hence, this technique is powerful and
efficient as an alternative method for finding approximate and exact solutions for many
other nonlinear fractional partial differential equations.
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Abstract. In this paper, we propose a new approximate method, namely
fractional natural decomposition method (FNDM) in order to solve a cer-
tain class of nonlinear time-fractional wave-like equations with variable
coefficients. The fractional natural decomposition method is a combined
form of the natural transform method and the Adomian decomposition
method. The nonlinear term can easily be handled with the help of Ado-
mian polynomials which is considered to be a clear advantage of this
technique over the decomposition method. Some examples are given to
illustrate the applicability and the easiness of this approach.

1 Introduction

Fractional differential equations, as generalizations of classical integer order
differential equations, are gradually employed to model problems in fluid flow,
finance, physical, hydrological, biological processes and systems [6, 7, 8, 9].
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Key words and phrases: nonlinear time-fractional wave-like equations, Caputo fractional
derivative, fractional natural decomposition method, Adomian polynomials
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100 A. Khalouta, A. Kadem

The most frequent used methods for investigating fractional differential
equations are: Adomian decomposition method (ADM) [1] variational iter-
ation method (VIM) [12], generalized differential transform method (GDTM)
[10], homotopy analysis method (HAM) [3], homotopy perturbation method
(HPM) [11]. Also, there are some other classical solution techniques such as
Laplace transform method, fractional Green’s function method, Mellin trans-
form method and method of orthogonal polynomials [8].

In this paper, the main objective is to solve a certain class of nonlinear time-
fractional wave-like equation with variable coefficients by using a modified
method called fractional natural decomposition method (FNDM) which is a
combination of two powerful methods, the Natural transform and the Adomian
decomposition method.

Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equations

k+m

n
thx\) = Z F]ij(X, t,\))m
1)

,j=1

FZij (in) vXj )

n
or
+ Z G]i(Xa tav)i

aXp GZi(VXi) + H(Xa t,\)) + S(X) t))
i

i=1

with initial conditions
v(X,0) = ap(X), vi(X,0) = ai(X), (2)

where D is the Caputo fractional derivative operator of order «, 1T < ox < 2.

Here X = (x1,X2, ..., Xn), F13j, G1i 1,j € {1,2,...,n} are nonlinear functions of
X,t and v, Fpi5, Gi 1,j € {1,2,...,n}, are nonlinear functions of derivatives of v
with respect to x; and xj 1,j € {1,2,...,n}, respectively. Also H, S are nonlinear
functions and k, m,p are integers.

For o = 2, these types of equations are of considerable significance in vari-
ous fields of applied sciences, mathematical physics, nonlinear hydrodynamics,
engineering physics, biophysics, human movement sciences, astrophysics and
plasma physics. These equations describe the evolution of erratic motions of
small particles that are immersed in fluids, fluctuations of the intensity of laser
light, velocity distributions of fluid particles in turbulent flows.

2 Basic definitions

In this section, we introduce some definitions and important properties of
the fractional calculus, the natural transform, and the natural transform of
fractional derivatives, which are used further in this paper.
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Nonlinear time-fractional wave-like equations 101

2.1 Fractional calculus

Definition 1 [8] A real function f(t),t > 0, is considered to be in the space
Cy, 1 € R if there exists a real number p > W, so that f(t) = tPh(t), where
h(t) € C([0,00[), and it is said to be in the space C} if f e Cy,neN.

Definition 2 [8] The Riemann-Liouville fractional integral operator 1% of or-
der « for a function f € Cy,nu > —1 is defined as follows

I%F(t) = o J (=8 (8)dE, a>0, t>0,
ft), x =0,

o%v—b

3)

where T'(.) is the well-known Gamma function.
Definition 3 [8] The fractional derivative of f(t) in the Caputo sense is de-

fined as follows

t
DYf(t) = " *D™f(t) = J(t (g dE, >0,  (4)
0

MNn— o)

wheren—1<oa<n,neN, feCl.

For the Riemann-Liouville fractional integral and Caputo fractional deriva-
tive, we have the following relation

n—1

1D *f(t £k k,, t>0. (5)
k=0

Definition 4 [8] The Mittag-Leffler function is defined as follows
Zrn ) yoo € C,Re(ax) > 0. (6)
n=0

A further generalization of (6) is given in the form

nZ_omeJrB , o, B € C,Re(x) > 0,Re(p) > 0. (7)

For oo =1, Ey (2) reduces to e*.
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2.2 Natural transform

Definition 5 [2] The natural transform is defined over the set of functions is
defined over the set of functions

A= {f(t)/HM,’f],Tz >0, |f(t)] < Me%, ifte (—1) x [O,oo)},

by the following integral

+0o0

J e f(t)dt, s,u € (0,00). (8)
0

1
NTIf()] =R (s,u) = =
u
Some basic properties of the natural transform are given as follows [2].

Property 1 The natural transform is a linear operator. That is, if A and pn
are non—zero constants, then

NTIAM(E) £ ug(t)] = AN [f(t)] £ uN T [g(t)].

Property 2 If fW(t) is the n-th derivative of function f(t) w.r.t. "t" then its
natural transform is given by

A [ + S Rt s
V()] = Rils,w) = R (s,0) = Y S~ (0).
k=0

Property 3 (Convolution property) Suppose F'(s,u) and G*(s,u) are the
natural transforms of f(t) and g(t), respectively, both defined in the set A.
Then the natural transform of their convolution is given by

NT(f*g)(t)] =uFt(s,u)G"(s,u),

where the convolution of two functions is defined by
t t
(f+9)(t) = | fledgle— £)de = | (e~ E)g(E)de.
0 0
Property 4 Some special natural transforms

Neno= L
S
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Nonlinear time-fractional wave-like equations 103

NTH = =,
S
tnfl unfl
v mm) - e

Property 5 If o > —1, then the natural transform of t* is given by

u(X

NTIET =T (a+1)

2.3 Natural transform of fractional derivatives

Theorem 1 If R*(s,u) is the natural transform of f(t), then the natural
transform of the Riemann-Liouville fractional integral for f(t) of order «, is
given by

o

NF (1)) = I:—aRJr(s,u). 9)

Proof. The Riemann-Liouville fractional integral for the function f(t), as in
(3), can be expressed as the convolution

I%f(t) = r(](x)t“—‘ * f(t). (10)

Applying the natural transform in the Eq. (10) and using Properties 3 and
5, we have

+ _ + 1 a—1 _ 1 + | a—1 +
NFI()] = N [W)t 10| =upg = )]
a—1 u*
= u——R"(s,u) = —R"(s,u).
s s
The proof is complete. O

Theorem 2 n € N* and & > 0 be such that n —1 < o« < 1 and R (s,u) be
the natural transform of the function f(t), then the natural transform denoted
by RE (s,u) of the Caputo fractional derivative of the function f(t) of order «,
s given by

S N s N n—1 Soc—(k-H) 5
N DH(E)]) = Ri(s,u) = =R (s,u)—é — [D f(t)L:O. (11)
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Proof. Let g(t) = f™(t), then by the Definition 3 of the Caputo fractional
derivative, we obtain

D%f(t) = (t— g (g)adg,

Nn— )

1 (12)

MNn—«)

(t—&n*Tg(&)dg

OC——+ O——

=1""%g(t).

Applying the natural transform on both sides of (12) using Eq. (9), we get

n—«
+ — A [ _u +
N D) =N [IM%g(1)] = STHXG (s,u). (13)
Also, we have from the Property 2
NHg(u] = N [ ()]
n Nl i (k1) (14)
+ _ + S
GH(s,w) = R (syuw) = Y e [ 1900
k=0
Hence, 13 becomes
unx [ gn n—1 Sn—(k+1)
NH D) = = (unRﬂs,u)—Z —F9(0)
k=0
=1 a—(k+1)
_ + s k _
=—R (S,LL) - uo‘*k |:D f(t)]t:O - ch(svu))
k=0
—IT<n—-1l<a<n
The proof is complete. O

3 FNDM of nonlinear time-fractional wave-like equa-
tions with variable coeflicients

Theorem 3 Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equa-
tions (1) with the initial conditions (2).
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Nonlinear time-fractional wave-like equations 105

Then, by FNDM, the solution of Eqs. (1)-(2) is given in the form of infinite
series as follows

V(X) t) = ivn(x> t)-
n=0

Proof. In order to to achieve our goal, we consider the following nonlinear
time-fractional wave-like equations (1) with the initial conditions (2).
First we define

n k+m
Nv = Z1 Fri5 (X, t)")WFﬁj (Vxis Vx5 )
i,j=
Mv = +iG1i(X)tav)aa;fGZi(in)) (15)
i—
Kv = H(X, t,v).
Eq. (1) is written in the form
D{v(X,t) = Nv(X, t) + Mv(X, t) + Kv(X, t) + S(X, t), (16)

t>0,T<a<2.

Applying the natural transform on both sides of (16) and using the Theorem
2, we get

. u n—1 go—(k+1) .
N X E) = = Y S DX Y|

k=0 =0 (17)
+ Z%N TINV(X, t) + My(X, t) + Kv(X, t) + S(X, t)].

After that, let us take the inverse natural transform on both sides of (17)
we have

04
v(X,t) = L(X,t) + N7 (LSL(X/W NV(X, t) + Mv(X, t) + Kv(X, t)]) , (18)
where L(X,t) is a term arising from the source term and the prescribed initial

conditions.
Now, we represent the solution in an infinite series form

V(Xat) = Zvn(xat)a (19)
n=0
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and the nonlinear terms can be decomposed as

Z An, My (X Z By, Kv(X,t) = i Cn, (20)
n=0 n=0

where Ay, By, and C,, are Adomian polynomials [13], of vo, v, V2, ..,Vn, and it
can be calculated by formula given below

1 an —
An:Bn:Cn:jW [N (Z?\lvi)] ,n=0,1,2,... (21)
n! P A0

Using Egs. (19) and (20), we can rewrite Eq. (18) as

iAn+iBn+iCn]> . (22)
n=0 n=0 n=0

By comparing both sides of Eq. (22) we have the following relation

Zvn(x, t) =L(X,t) + N (ZﬁN*

n=0

vi(X,t) =N (LSL:/V'+ [Ao +Bo + Co]> ,
v (X, t) =N <LSL::N+ [A7 4+ By + C1]> ) (23)
v3(X,t) = N7 <1:XN+ [A2 + B2+ Cﬂ) )

. ey

and so on.
In general the recursive relation is given by
VO(Xv t) = L(X>t)7
u% 24
V1 (X, 1) = N7 (SOMW [An+Bn+Cn]), n > 0. (24)

Then, the solution of Egs. (1)-(2) is given in the form of infinite series as
follows

v(X,t) = ivn(x,t). (25)
n=0

The proof is complete. O
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Theorem 4 Let B be a Banach space, Then the series solution of the FEqgs.
(1)-(2) converges to S € B, if there exists y, 0 <y < 1 such that

[nll < ¥ [[vnll, yn € N.

Proof. Define the sequences S, of partial sums of the series given by the
recursive relation (24) as

Sh(X,t) = vo (X, t) +va (X, 1) +v3(X, t) + ... +vn(X, 1),

and we need to show that {S,} are a Cauchy sequences in Banach space B. For
this purpose, we consider

I1Sne1 = Snll < [Vl S ¥ [vall < ¥ vl < vee Y™ lvoll (26)

For every n,m € N, n > m, by using (26) and triangle inequality succes-
sively, we have

”Sn_SmH = ”Sm+1_sm+sm+2_sm+1+---+Sn_sn—1H
< [Smar = Smll + [1Sms2 = Smerll + oo 4 [|Sn = Sna |
< V™ol + ™2 [voll 4 e+ ¥ Vol

= ymH! (1 —i—v~|—...+yn_m_1) Ivoll

1 _ynfm
Y™ <1_> [[voll -
Y

Since0<vy<1,s011T—y"™ <1 then

m+1

IS0 — Sl < ¥

-I _,y HVOH *

Since vy is bounded, then

lm  |[Sn— Sm|| =0.

n,m—o0

Therefore, the sequences {S,,} are Cauchy sequences in the Banach space B,
so the series solution defined in (25) converges. This completes the proof. [

Remark 1 The m—term approzimate solution of Eqs. (1)-(2) is given by
m—1
v(Xt) = Z (X, t) =vo(X, t) +vi(X, 1) +v2 (X, t) + ...
n=0
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4 Appliquations and numerical results

In this section, we apply the (FNDM) on three examples of nonlinear time-
fractional wave-like equations with variable coefficients and then compare our
approximate solutions with the exact solutions.

Example 1 Consider the 2-dimensional nonlinear time-fractional wave-like
equation with variable coefficients
02 02
D{v = m(vmvw) — m(xyvxvy) —v, I <a<2 (27)

with initial conditions
V(X,y,O) = exy’ Vt(XﬂJ»O) = exy, (28)

where D{is the Caputo fractional derivative operator of order «, and v is a
function of (x,y,t) € R x R*.

By applying the steps involved in (FNDM) as presented in Section 3 to Eqgs.
(27)-(28), we have

VO(X)y)t) - (1 _|_t)exy
toc tOC-H
t) = — e
viloy,t) (F(oc+1)+r(oc+2)>e )
tZ(x tZCX-‘r]
t — Xy
V2o y, ) (F(Zoc—i—]) * F(Zcx+2)> €

So, the solution of Eqs. (27)-(28) can be expressed by

V(X)y)t) = Zvn(xyyat) (29)
n=0

tOC tOH-] tZOc t2cx+]
= (1+t— — + - —) e
MNMoo+1) T(x+2) TRa+1) TQRx+2)

= (Ea(—t%) + tEq2(—t%)) €™,
where Eo(—t*)eY and By 2(—t%) are the Mittag-Leffler functions, defined by
Egs. (6) and (7).

Taking o« = 2 in (29), the solution of Eqs. (27)-(28) has the general pattern

form which is coinciding with the following exact solution in terms of infinite

series 5 3 A 5
2Bttt N
_ _ A A y
v(x,y,t) = (1 +1 7173 + - a0 + 5] > ey,
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Nonlinear time-fractional wave-like equations 109

So, the exact solution of Eqs. (27)-(28) in a closed form of elementary func-
tion will be

v(x,y,t) = (cost +sint) eV,

which is the same result obtained by (ADM) [4] and (HPTM) [5], for the same

test problem.
(@) (b)
2 3
> 15 > 2
1 1
1 1
1 1
05 0s 05 05
0 0 0 0
X t X t
(© (d)
3 3
> 2 > 2
1 1
! 1 ! 1
05 05 05 05
0 0 0 0
X t X t

Figure 1: The surface graph of the 4—term approximate solution by (FNDM)
and the exact solution for Example 1 when y = 0.5: (a) v when « = 1.5, (b)
v when o« = 1.75, (¢) v when & = 2, and (d) v exact.

t | a=17|a=18 | a=195| =2 | exact solution | [Vexact — VENDM|
0.1 ] 1.3953 | 1.3999 1.4046 | 1.4058 1.4058 3.2196 x 10713
0.3 | 1.5522 | 1.5735 1.5991 1.6061 1.6061 2.1569 x 107
0.5 | 1.6359 | 1.6755 1.7272 | 1.7424 1.7424 1.3095 x 107
0.7 | 1.6540 | 1.7088 1.7854 | 1.8093 1.8093 1.9680 x 10—°
0.9 | 1.6137 | 1.6775 1.7728 | 1.8040 1.8040 1.4947 x 10>

Table 1: The numerical values of the 4—term approximate solution and the
exact solution for Example 1 when x =y = 0.5.
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19

Exact solution a=2 a=1.95 a=1.8 — — a=17

187

171

16

15}

147

13y

1.2

Figure 2: The behavior of the 4—term approximate solution by (FNDM) and
the exact solution for Example 1 for different values of « when x =y =0.5.

Example 2 Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equa-
tion with variable coefficients

Zaz

D{fv=v"—
t ox?

aZ
(VXVXXVXXX) +Viw(vix) - 18\)5 + v, 1 < S 2) (30>
with initial conditions

v(x,0) = e, v¢(x,0) = e, (31)

where Dis the Caputo fractional derivative operator of order «, and v is a
function of (x,t) €10,1[ x RT.

By applying the steps involved in (FNDM) as presented in Section 3 to Eqgs.
(30)-(31), we have

vo(x,t) = (1 +1t) e,

.t(X t(X-‘r] N
vibot) = (F(oc—H) * F(oc+2)> €

tZO( tzoc—H
1) =
va(xt) (F(Zoc—f-]) +F(20¢+2))

e~,
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So, the solution of Egs. (30)-(31) can be expressed by

(o t(x_,’_] tZ(x t20(+1
t)=(1+t o) e
vboy ( T e a2 T T2ar 1) T T2ar ) )e

= (Ea(t™) + tEa(t%)) €, (32)

where Ex(t*) and Eq»(t%) are the Mittag-Leffler functions, defined by Eqgs. (6)
and (7).

Taking « = 2 in (32), the solution of Eqs. (30)-(31) has the general pattern
form which is coinciding with the following exact solution in terms of infinite
series

2 Bt P N
V(X,t): <]+t+2—!+§+4—!+§+...)€ .

So, the exact solution of Eqs. (30)-(31) in a closed form of elementary func-

tion will be

v(x, t) = e¥tt

which is the same result obtained by (ADM) [4] and (HPTM) [5], for the same
test problem.

)

Figure 3: The surface graph of the 4—term approximate solution by (FNDM)
and the exact solution for Example 2: (a) v when o« = 1.5, (b) v when o« = 1.75,
(c) v when & =2, and (d) v exact.
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Figure 4: The behavior of the 4—term approximate solution by (FNDM) and
the exact solution for Example 2 for different values of « when x = 0.5.

t |a=17|a=18 | a=195| =2 | exact solution | [Vexact — VENDMI|
0.1 | 1.8357 | 1.8298 1.8236 | 1.8221 1.8221 41350 x 1013
0.3 | 2.2994 | 2.2697 2.2350 | 2.2255 2.2255 2.7750 x 10~7
0.5 | 2.8800 | 2.8174 2.7402 | 2.7183 2.7183 1.6907 x 107
0.7 | 3.5940 | 3.4901 3.3585 | 3.3201 3.3201 2.5543 x 10~°
0.9 | 4.4670 | 4.3129 41140 | 4.0552 4.0552 1.9535 x 1072

Table 2: The numerical values of the 4—term approximate solution and the
exact solution for Example 2 when x = 0.5.

Example 3 Consider the following one dimensional nonlinear time-fractional
wave-like equation with variable coefficients

0
zi(VxVxx) - XZ(VXX)Z -V, ] <o S 2) (33)

Dfv =
V=Xt

with initial conditions
V(X)O) = O) Vt(x> O) = Xz) (34>

where Dyis the Caputo fractional derivative operator of order «, and v is a
function of (x,t) €10,1[ x RT.
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By applying the steps involved in (FNDM) as presented in Section 3 to Egs.
(33)-(34), we have

vo(x,t) = txz,

tOC-H )
vi(x,t) = —mx )
tZoc—H
v(x,t) = =———x
25 M2o+2)"

So, the solution of Eqs. (33)-(34) can be expressed by

[e.o]

V(X> t) = Z \)n(x) t)

n=0

., ot 200+ (35)
- (t_ Mat2)  T2at2) )
= x* (tEq2(—tY)),

where Eq2(—t*) is the Mittag-Leffler function, defined by Eq. (6).
Taking o« = 2 in (35), the solution of Eqs. (33)-(34) has the general pattern
form which is coinciding with the following exact solution in terms of infinite

series
2 P
v(x, t) = x? (t— —+ = —> .

So, the exact solution of Eqs. (33)-(34) in a closed form of elementary func-
tion will be
v(x,t) = x%sint,

which is the same result obtained by (ADM) [4] and (HPTM) [5], for the same

test problem.

Remark 2 The numerical results (See Figures 1, 2,..., 6) and (Tables 1, 2
and 3), affirm that when o approaches 2, our results approach the exact solu-
tions.

Remark 3 In this paper, we only apply four terms to approximate the solu-
tions, if we apply more terms of the approrimate solutions, the accuracy of the
approximate solutions will be greatly improved.
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@ (b)

Figure 5: The surface graph of the 4—term approximate solution by (FNDM)
and the exact solution for Example 3: (a) v when o« = 1.5, (b) v when ¢ = 1.75,
(c) v when & = 2, and (d) v exact.

0.25
Exact solution a=2 — — a=1.95 a=18 — — a=17
0.2 B
= ) //
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Figure 6: The behavior of the 4—term approximate solution by (FNDM) and
the exact solution for Example 3 for different values of o« when x = 0.5.
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t x=17 | a=18 | «a=195| ax=2 | exact solution | Vexact — VENDMI|
0.1 | 0.02488 | 0.02492 | 0.02495 | 0.02496 0.02496 6.8887 x 10~ 1@
0.3 | 0.07271 | 0.07319 | 0.07374 | 0.07388 0.07388 1.3549 x 10"
0.5 | 0.11604 | 0.11752 | 0.11934 | 0.11986 0.11986 1.3425 x 10~
0.7 | 0.15325 | 0.15615 | 0.15994 | 0.16105 0.16105 2.7677 x 1078
0.9 | 0.18327 | 0.18777 | 0.19394 | 0.19583 0.19583 2.6495 x 10~7

Table 3: The numerical values of the 4—term approximate solution and the
exact solution for Example 3 when x = 0.5.

5 Conclution

In this paper, the (FNDM) has been successfully applied to study a certain
class of nonlinear time-fractional wave-like equations with variable coefficients.
The results show that the (FNDM) is an efficient and easy to use technique
for finding approximate and exact solutions for this equation. The obtained
approximate solutions using the suggested method is in excellent agreement
with the exact solution. This confirms our belief that the efficiency of our
technique gives it much wider applicability for general classes of nonlinear
problems.
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Abstract: In this paper, we propose a new numerical technique called modified generalized
Taylor fractional series method (MGTFSM) for solving Caputo time-fractional biological population
equation. We present our obtained results in the form of a new theorem. This method based on
constructing series solutions in a form of rapidly convergent series with easily computable components
and without need of linearization, discretization, perturbation or unrealistic assumptions. The accuracy
and efficiency of the method is tested by means of three numerical examples. The results prove that
the proposed method is very effective and simple for solving fractional partial differential equations.
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fractional series method
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1. Introduction

Fractional calculus is a field of applied mathematics that deals with derivatives and integrals of
arbitrary orders [6,9, 11, 17]. Recently, fractional partial differential equations play an important role
in interpretation and modeling of many of realism matters appear in applied mathematics and physics
including fluid mechanics, electrical circuits, diffusion, damping laws, relaxation processes, optimal
control theory, chemistry, biology, and so on [7, 13—16]. Therefore, the search of the solutions for
fractional partial differential equations is an important aspect of scientific research.

Many powerful and efficient methods have been proposed to obtain numerical solutions and
analytical solutions of fractional partial differential equations. The most commonly used ones are:
Adomian decomposition method (ADM) [5], variational iteration method (VIM) [18], new iterative
method (NIM) [8], fractional difference method (FDM) [11], reduced differential transform method
(RDTM) [1], homotopy analysis method (HAM) [3], homotopy perturbation method (HPM) [4].
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The main objective of this paper is to present a new numerical technique called modified generalized
Taylor fractional series method (MGTFSM) to obtain the approximate and exact solutions of Caputo
time-fractional biological population equation. The proposed algorithm provides the solution in a rapid
convergent series which may lead to the solution in a closed form. The main advantage of the proposed
method compare with the existing methods is, that method solves the nonlinear problems without using
linearization and any other restriction.

Consider the following Caputo time-fractional biological population equation

. 0t P
DIM:W-F(S—))Z‘FF(M), (11)
with the initial condition
u(x, ) O) = I/t()(X, }’)’ (12)

[0

0° . ) o
where DY = gy is the Caputo fractional derivative operator of order @, 0 < @ < 1,u = u(x, y, 1), (x,y) €
R2,¢ > 0 denotes the population density and F represents the population supply due to birth and death,

a is a parameter describing the order of the fractional derivative.

The plan of our paper is as follows: In Section 2, we present some necessary definitions and
properties of the fractional calculus theory. In Section 3, we will propose an analysis of the modified
generalized Taylor fractional series method (MGTFSM) for solving the Caputo time-fractional
biological population equation (1.1) subject to the initial condition (1.2). In Section 4, we present
three numerical examples to show the efficiency and effectiveness of this method. In Section 5, we
discuss our obtained results represented by figures and tables. These results were verified with Matlab
(version R2016a). Section 6, is devoted to the conclusions on the work.

2. Basic definitions

In this section, we present some basic definitions and properties of the fractional calculus theory
which are used further in this paper . For more details see, [9,11].
Definition 2.1. A real function u(X, 1), X = (x, X2, ..., X,) € RV, N € N*, t € R*, is considered to be in
the space Cﬂ(RN X R*), u € R, if there exists a real number p > u, so that u(X, t) = t’v(X, t), where v
eC (RN X R*), and it is said to be in the space C}, if u™” € C,(RN X R"),n € N.
Definition 2.2. The Riemann-Liouville fractional integral operator of order @ > 0 of u € C,(R" x
R*), u > —1, is defined as follows

1 t a—1
@of(t_g) uX,&)dé,a > 0,t> &> 0, o0
u(X, 1), a =0,

where I'(.) is the well-known Gamma function.
Definition 2.3. The Caputo time-fractional derivative operator of order @ > 0 of u € C" (RN xXR*),n €
N, is defined as follows

I'u(X,t) =

t

- _ gyn—a=1 . (n) _
DYu(X,1) = F(n—oz)of(t ST Ut X dg,n -1 <a<n,

u™(X, 1), a =n.

(2.2)

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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For this definition we have the following properties

(1

D7 (c) = 0, where c is a constant.

@) T(+1)
Dalﬁ: F(ﬁ (l+1)tﬁ_ lfﬁ>l’l— 1,
! 0, ifg<n-1.

Definition 2.3. The Mittag-Lefller function is defined as follows

b n

_ Z
E,(z) = Z:; Foa T C, Re(a) > 0. (2.3)

For a = 1, E, (2) reduces to ¢°.
3. Analysis of modified generalized Taylor fractional series method (MGTFSM)

Theorem 3.1. Consider the Caputo time-fractional biological population equation of the form (1.1)
with the initial condition (1.2) .

Then, by MGTFSM the solution of equations (1.1)-(1.2) is given in the form of infinite series which
converges rapidly to the exact solution as follows

a i

t
b b t = i b —’ b e Rz’ t E ()’ R b
u(x, y, 1) ;uu Ve &Y [0, R)
where u;(x, y) the coefficients of the series and R is the radius of convergence.

Proof. In order to achieve our goal, we consider the following Caputo time-fractional biological
population equation of the form (1.1) with the initial condition (1.2).

Assume that the solution takes the following infinite series form

b i

u(xy,0) = ) ulx, y)ﬁ. (3.1)
i=0

Consequently, the approximate solution of equations (1.1)-(1.2), can be written in the form of

ty(x, , 1) = ZO w0 F Ty = Yo ) + Z i, V) s ( T (3.2)

By applying the operator D¢ on equation (3.2), and using the properties (1) and (2), we obtain the

formula |

n- tia

Da n\\s Vs 1) = i ’ T~/ 1N" 3'3

(X, Y, 1) ;M+](xy)l"(za+1) (3.3)

Next, we substitute both (3.2) and (3.3) in (1.1). Therefore, we have the following recurrence
relations

n—1 tia 62 1 tia ’
0 = Zum(x,)’)m_@(z uilx y)l“(0z+1))

i=0

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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82 n tia 2 n tia
"o ZM( y)m) F[Zui(X,y)m .

i=0 i=0

We follow the same analogue used in obtaining the Taylor series coefficients

. In particular, to
calculate the function u,(x,y),n = 1,2, 3, .., we have to solve the following

D"V UG(x, y, 1, @, n)} L1=0= 0

where

i i

n—1 82 n 2
G(x,y,t,a,n) = Zum(x,wﬁ—@[zu( y)ﬁ)

i=0
02 n ‘a 2 n tia
_8_y2(z 4 G +1)] F(;”"(X’y)r(iaﬂ))'

Now, we calculate the first terms of the sequence {u,(x, y)}N .
For n = 1 we have

& e
G,y t,a,1) = ui(x,y)— Ey (uo(x y) +u(x, y)F(a " 1))
2 @

P 2
o2 (Mo(x y) + u(x, y)F(a n 1)) - F(Mo(xa)’) +u(x,y)

104

IMNa+1))
Solving G(x,y,0,a,1) = 0, yields
62 0?
uy(x,y) = uo(x y)+ P ——up(x,y) + F (uo(x,y)) -
For n = 2 we have
2) =
G(x’yat’aa ) ul(x,y)'*'uz(X,Y)r(a_'_ l)
82 1 t2a 2
-— —_ _— 4
Fp (uo(x, y) + ui(x, y)r(a i ur(x, y)r(za " 1)) (3.4)

62 1@ t2a/ 2
(9 "] (uo(x y) +u(x, )’)m + u2(x’y)1"(2a, + 1))

1 t2a/
-F + V) ———— + V) —.
(MO(X,)’) u(x y)F(cy ) ur(x y)F(Za/ N 1))
Applying D{ on both sides of equation (3.4) gives

2

0 a 2a
DIG(x,y,t,a,2) = u(x,y)— 6 5 [(uo(x y) + u(x, y)—( t+ ) + u2(x’y)—l"(2; n 1))

X (M1(X, y) + uy(x, )’)ﬁ)

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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L A
dy? uo(x, y) ul(x,Y)r(a+ D ur(, y)r(z +1)
X (ul(x,y) + uz(x,y)r(at_i_ 1)) - (ul(x,y) + uz(x,)’)ﬁ)
o 2a
xXF’ (uo(x,y) + ul(x,y)ﬁ p(x y)r(zt + 1))

Solving DY {G(x,y,t,a,2)} li=0= 0, yields

62 0’ ,
i(x,y) =25 [240Cx, y)ur (x, y) ]| + 2@ [140(x, Y)ur (6, )] + 1 (x, V) F” (uo(x, y)) -
To calculate us(x,y), we consider G(x, y, t, @, 3) and we solve

D (G(x,y,1,,3)} Li—o=0

we have
62
u3(x, y) = 2ﬁ [31/[1(X, )’)uz(x, y) + MO(-X’ )’)M3(x, J’)]
82
+2ﬁ [3u; (x, Yua(x,y) + uo(x, y)us(x, y)]
+ur(x, VF (uo(x, ) + uj(x, F (uo(x,y)),
and so on.

In general, to obtain the coefficient function u;(x, y) we solve
DG (x, v, 1, @, k) o= 0
Finally, the solution of equations (1.1)-(1.2), can be expressed by

u(x,y,t) = limu,(x,y,1)
= Iim Z ui(x )L
et pary 1% I'lla+1)

o i

t
= Z u;(x, y)m~

i=0

The proof is complete.
4. Test examples

In this section, we test the validity and efficiency of the proposed method to solve three numerical
examples of Caputo time-fractional biological population equation.

We define E, to be the absolute error between the exact solution u# and the approximate solution u,,

as follows

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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E,(x,y,t) = lu(x,y,t) —u,(x,y,t),n=0,1,2,3, ...

Example 4.1. Consider the Caputo time-fractional biological population equation in the form

N azuz 62 2
Du—az W+hu (41)
with the initial condition
u(x,y,0) = up(x,y) = Vxy. 4.2)

By applying the steps involved in the MGTFSM as presented in Section 3, we have the solution of
equations (4.1)-(4.2) in the form

(o)

u(xy, 0 = ) wix,y)

i=0

tia

i+ 1)

and

ui(x,y) = h'\/xy, fori =0,1,2,3,...

So, the solution of equations (4.1)-(4.2), can be expressed by

14 t2a

3a
u(x,y, 1) L +m) 4.3)

2
¢@b+hﬂa+b+hFQa+D IGa+ 1)

(ht)’ N
«/—ZF oy = VOE (),

where E, (ht*) is the Mittag-Lefller function, defined by (2.3).
Taking @ = 1 in (4.3), we have

ht)?  (h)?
u(x,y,t) = \/ﬁ( (2? +%
= +xyexp(ht),

which is an exact solution to the standard form biological population equation [10].

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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«=0.6

«=0.8

Exact solution

Figure 1. The surface graph of the exact solution u and the approximate solution ug by
MGTFSM for different values of a for Example 4.1 when 2 =1 and t = 1.5.

< a=1

Exact solution

a=0.9
a=0.8
a=0.7

3

3.5

4

4.5

5

Figure 2. The behavior of the exact solution u and the approximate solution us by MGTFSM
for different values of @ for Example 4.1 whenh =y =1and ¢ = 1.5.

Table 1. Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for
Example 4.1 whenh =1,n=6and o = 1.

t/x,y 0.1 0.3 0.5 0.7
0.1 1.4090x 10719 42269 x 10719 7.0449 x 1071 9.8629 x 10~ 1°
0.3 1.0576 x 1077 3.1727x 1077 5.2879x 1077  7.4030 x 107’
0.5 2.3354x10° 7.0062x10°% 1.1677x107° 1.6348 x 107>
0.7 1.8129 x 10> 54387 x 107>  9.0645 x 107> 1.2690 x 10~*
0.9 84486 x 107 25346x10* 4.2243x10* 59140 10™*
AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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Example 4.2. Consider the Caputo time-fractional biological population equation in the form

Dt /T
Dtuzﬁ+a—y2+u, (44)

with the initial condition
u(x,v,0) = up(x,y) = +/sinxsinhy. (4.5)

By applying the steps involved in the MGTFSM as presented in Section 3, we have the solution of
equations (4.4)-(4.5) in the form

(o)

u(x7y’ t) = Z Ui(x,)’)r

- (ia + 1)

i

and
u;(x,y) = +/sinxsinhy, fori =0,1,2,3,...

So, the solution of equations (4.4)-(4.5), can be expressed by

u(x,y,t)

1 tZa t3oz
\/sinxsinhy(l + )

+ + + ..
I'ae+1) T'QRa+1) TI'QGa+1)

*© i
AY; sin x Sinhy Z m = \/Sin x sinh yE,v(I (l‘a) , (46)
i=0

where E, (1) is the Mittag-Lefller function, defined by (2.3).
Taking @ = 1 in (4.6), we have

u(x,y,t)

9
\/sinxsinhy(l +t+—+—+ )

2! 3!

( 4/sin x sinh y) exp(?),

which is an exact solution to the standard form biological population equation [12].

Table 2. Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for
Example 4.2 whenn =6 and @ = 1.

t/x,y 0.1 0.3 0.5 0.7

0.1 1.4090x 1071 4.2268 x 10719 7.0425 x 10719 9.8497 x 10710
0.3 1.0576 x 1077  3.1726 x 1077 5.2860 x 1077 7.3932 x 10~/
0.5 2.3354x107° 7.0059x10° 1.1673x 10> 1.6326 x 107>
0.7 1.8129x 10> 54385x 107 9.0614x 107 1.2673x107*
0.9 84486 x 107> 2.5345x 10 4.2228x10™* 5.9061 x 10

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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«=0.6 «=0.8

Figure 3. The surface graph of the exact solution u and the approximate solution ug by
MGTFSM for different values of a for Example 4.2 when ¢ = 1.5.

Exact solution
6L - N e g ]
a=0.9
a=0.8
4 — — a=0.7

Figure 4. The behavior of the exact solution « and the approximate solution us by MGTFSM
for different values of « for Example 4.2 wheny = 1 and ¢t = 1.5.

Example 4.3 Consider the Caputo time-fractional biological population equation in the form

Dt i T
Dtu: W+a—y2+hu(l—ru), “4.7)
with the initial condition
hr
u(x,y,0) = up(x,y) = exp \/ g(x +y)]- (4.8)

By applying the steps involved in the MGTFSM as presented in Section 3, we have the solution of

AIMS Mathematics Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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equations (4.7)-(4.8) in the form

(o)

u(xy,0) = ) wx,y)

i=0

ui(x,y) = h"exp(w/%(x+y)), fori =0,1,2,3,...

So, the solution of equations (4.7)-(4.8), can be expressed by

(x,y,1) ex hr(x+) lth—t i ~ +h a +
u s Vs = -
Y Plygw™y Ta+D) "TQa+D "TGa+1

_ hr > ()
= exp \/;(xwty) Zr(la+1) 4.9

i=0

h
= exp \/§r<x+y) E, (ht%),

where E, (ht”) is the Mittag-Lefller function, defined by (2.3).
Taking @ = 1 in (4.9), we have

h 3
u(x,y,t) = exp[((x+y)]( (h ’) (3t') N
exp[\/g(X+y)+ht),

which is an exact solution to the standard form biological population equation [2].

i

Cia+1)°

and

Figure 5. The surface graph of the exact solution # and the approximate solution us by
MGTFSM for different values of a for Example 4.3 whenh=1,r =2 and ¢ = 1.5.
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Figure 6. The behavior of the exact solution « and the approximate solution us by MGTFSM

120

AR

100 -

Exact solution

=1

a=0.9
a=0.8
a=0.7

80 [

40 [

20 -

for different values of « for Example 4.3 whenh =y =1,r=2and ¢ = 1.5.

Table 3. Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for
Example 4.3 whenh=1,r=2,n=6and a = 1.

t/x,y 0.1 0.3 0.5 0.7
0.1 1.5572x 107 1.9019x 10 2.3230x 10 2.8373 x 10~°
0.3 1.1688x107° 1.4276x107% 1.7436 x 10°® 2.1297 x 107°
0.5 2.5810x107° 3.1525x 107 3.8504x 107 4.7029 x 107
0.7 2.0036x 10™* 2.4472x10™* 2.9890 x 10™* 3.6507 x 107*
0.9 9.3372x10™* 1.1404x 107 1.3929x 107 1.7013 x 107

5. Numerical results and discussion

In this section the numerical results for Examples 4.1, 4.2 and 4.3 are presented. Figures 1, 3
and 5 represents the surface graph of the exact solution and the approximate solution ug(x,y, ) at
a = 0.6,0.8, 1. Figures 2, 4 and 6 represents the behavior of the exact solution and the approximate
solution ug(x,y,t) at @ = 0.7,0.8,0.9, 1. These figures affirm that when the order of the fractional
derivative « tends to 1, the approximate solutions obtained by MGTFSM tends continuously to the
exact solutions. Tables 1-3 show the absolute errors between the exact solution and the approximate
solution u¢(x,y,t) at @ = 1 for different values of x,y and 7. These tables clarifies the convergence of
the approximate solutions to the exact solutions.

In addition, numerical results have confirmed the theoretical results and high accuracy of the

proposed scheme.

Remark 5.1. In this paper, we only apply Six terms to approximate the solutions, if we apply more
terms of the approximate solutions, the accuracy of the approximate solutions will be greatly improved.

AIMS Mathematics

Volume 4, Issue 5, 1307-1319.
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6. Conclusion

In this paper, a new numerical technique called modified generalized Taylor fractional series
method (MGTFSM) has been successfully applied for solving the Caputo time-fractional biological
population equation. The method was applied to three numerical examples. The results show that the
MGTFSM is an efficient and easy to use technique for finding approximate and exact solutions for
these problems. The obtained approximate solutions using the suggested method is in excellent
agreement with the exact solutions. This confirms our belief that the effciency of our technique gives
it much wider applicability for general classes of fractional problems.
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A new computational for approximate analytical solutions of nonlinear
time-fractional wave-like equations with variable coefficients
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Abstract: The main purpose of this paper is to present a new computational for approximate analytical
solutions of nonlinear time-fractional wave-like equations with variable coefficients using the fractional
residual power series method (FRPSM). The fractional derivative is considered in the Caputo sense.
This method is based on the generalized Taylor series formula and residual error function. Unlike other
analytical methods, FRPSM has a special advantage, that it solves the nonlinear problems without
using linearization, discretization, perturbation or any other restrictions. By numerical examples, it is
shown that the FRPSM is a simple, effective, and powerful method for finding approximate analytical
solutions of nonlinear fractional partial differential equations.

Keywords: nonlinear time-fractional wave-like equations; Caputo fractional derivative; fractional
residual power series method
Mathematics Subject Classification: Primary: 35R11, 26A33; Secondary: 74G10, 35C05

1. Introduction

Fractional calculus is a branch of mathematical analysis, which studies the generalization of
integrals and derivatives of integer order to arbitrary order, that can be real or complex. In recent
years, many scientists and researchers have been interested in the topic of fractional calculus because
of its several applications in many fields, such as physics, chemistry, engineering, and so on. See for
example [9-11, 19,23-25].

Theory and applications of nonlinear fractional partial differential equations (NFPDEs) play an
important role in the various fields of engineering and science, including fluid flow, diffusion,
viscoelasticity, quantum mechanics, electromagnetic, electrochemistry, biological population models
and other applications. The exact solutions of NFPDEs are sometimes too complicated to be attained
by conventional techniques due to the computational complexities of nonlinear parts involving them.


http://www.aimspress.com/journal/Math
http://dx.doi.org/10.3934/math.2020001
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Therefore, to search of solutions for NFPDEs there are variety of numerical and analytical methods
found in literature, among them: Adomian decomposition method (ADM) [22] variational iteration
method (VIM) [6], new iterative method (NIM) [12], reduced differential transform method
(RDTM) [2], homotopy analysis method (HAM) [3], homotopy perturbation method (HPM) [8]. The
residual power series method (RPSM), that was first proposed by Omar Abu Arqub [1], is
implemented to obtaine analytic approximate solutions of fractional partial differential equations and
convergence of RPSM for these equations is considered [5,7,17,21].

The main aim of this paper is to apply the fractional residual power series method (FRPSM) to
find approximate analytical solutions of nonlinear time-fractional wave-like equations with variable
coefficients in the form

N ak+m
Du = ZFlij(X,tvu)WFZij(uxi,qu) (1.1)
i1 i 0X;

N ap
+ Z] Gi(X, 1,1)= 5 Goi(u) + HX,1,0) + S (X.),

with the initial conditions
u(X,0) = fo(X), Dyu(X,0) = fi(X), (1.2)

where D?* = D?D? is the Caputo time-fractional derivative operator of order 2, % <a<lu=

{u(X, 0, X = (x1, X2, .., xy) €ERN, 1 >0,N € N*}, Fi;,Gii i, j € {1,2,..., N} are nonlinear functions of
X,tand u, Fy;, Gy i, j € {1,2, ..., N} are nonlinear functions of derivatives of u with respect to x; and
x;i,j €{l,2,..,N}, respectively. Also H,S are nonlinear functions and k, m, p are integers. When
a = 1, the equation (1.1) reduces to the classical wave-like equations with variable coeflicients.

Recently, we have used many numerical techniques to solve this kind of equations, where the Caputo
time-fractional derivative operator is DY, 1 < @ < 2. Note that, the solution of Egs. (1.1)-(1.2) obtained
by the FRPSM is quite different from the solutions found in [12-15].

The rest of the paper is structured as follows: In Section 2, we present basic definitions and
properties of fractional calculus theory and fractional power series. In Section 3, we introduce our
results of fractional residual power series method (FRPSM) for the nonlinear time-fractional
wave-like equations (1.1) with the initial conditions (1.2). In Section 4, we propose three numerical
examples in order to show the validity and effectiveness of this approach. In Section 5, we discuss our
obtained results represented by figures and table. Finally, conclusions are drawn in the last section.

2. Basic definitions of fractional calculus theory

In this section, we give the necessary notations and basic definitions and properties of fractional
calculus theory, which are used further in this paper. For more details, see [16, 18,20].

Definition 2.1. A real function u(X,),X € RV, N € N*,t € R", is considered to be in the space
C,(RY x R*), u € R, if there exists a real number p > pu, so that u(X,r) = "v(X,t), where v
€ C(RY x R*), and it is said to be in the space C if u® € C,(RY x R*),n € N.

Definition 2.2. The Riemann-Liouville fractional integral operator of order @ > 0 of u € C,(RY x
R*),u > —1, is defined as follows

AIMS Mathematics Volume 5, Issue 1, 1-14.
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Pun =] Ty ¢ KD @ > 00> £> 1020,

u(X, 1), a=0.

Definition 2.3. The Caputo time-fractional derivative operator of order @ > 0 of u € C" (RY x
R*),n € N, is defined as follows

1
Diu(X,n =1 Th—a);
u™(X, 1), a =n.

2.1)

A _ n—a—1 _ (n) —
[a-om X odgn—1 <a<n, (22)

The following are the basic properties of the Caputo time-fractional derivative operator which we
will need here.
Letn—1<a<mnandf > —1. Then

(D

D7 (c) = 0, where c is a constant.

2)
T+, B _
D (1 — 1y = | T (t — o)’ ifp>n-1,
0, ifg<n-1.
For the Riemann-Liouville fractional integral and Caputo time-fractional derivative, we have the
following relation

(t — to)
k!

n—1
IPDyuX, 1) = u(X,0) - Y uPX, 1)
k=0

L XeRY t>1>0. (2.3)

Now, we introduce some definitions and theorems related to the fractional power series (FPS) which
are used in this paper. For more details, see [4].
Definition 2.4. A power series of the form
2, a0 = 1) = colX) + (XNt = 10)" + (XNt~ 10 + . (2.4)
n=0
where m — 1 < @ < mand t > ¢, is called the multiple fractional power series (MFPS) about #,, where
t is a variable and ¢,(X) are constants called the coefficients of the series.
Theorem 2.1. Suppose that u(X, t) has a MFPS representation at ¢ = #; of the form
2, ealX)E =)™, (2.5)
n=0
0 < m-l<a<mXeRY th<t<ty+R,

u(X,r)

and R is the radius of convergence of the MFPS.
IfuecC (RNX [to, to + R)) and D}u € C (RNX (2o, to + R)) forn = 0,1,2, ..., then the coeflicients

C,(X) will take the form of

Dl u(X, ty)

“X) = Toas )

(2.6)

where D/* = D¢ .D¢....DY (n-times).
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3. FRPSM for time-fractional wave-like equations

Theorem 3.1. Consider the nonlinear time-fractional wave-like equations (1.1) with the initial
conditions (1.2). Then, the solution of Eqgs. (1.1)-(1.2) is given in the form of infinite series which
converges rapidly to the exact solution as follows

na

= f 1
X, 1) = (X)) —, = ,0<t<R,XeRN NeN"
X, 1) Z:;f( Toat1)2 ~9< <

where f,(X) are the coeflicients of the series have been constructed by FRPSM and R is the radius of
convergence.

Proof. We consider the following nonlinear time-fractional wave-like equations (1.1) with the initial
conditions (1.2).

First we define

NG g, 1y) = ZFI,,(Xru) Fz,j<ux, i),

9P
M u,) = Z GulX. 1,075 Ga)
Ku) = H(X, tu).
Eq. (1.1) is written in the form
th"u = N(u, uy, uy,) + M(u,uy,) + K(u) + S(X, 7). 3.1

The FRPSM assumes the solution for Eq. (3.1) as a multiple fractional power series about the initial
point ¢ = 0, as follows

(l

u(X, t)—anoo( - (32)

where R is the radius of convergence of the MFPS.
In the next step, the kK truncated series of u(X, t) that is u(X, ) can be written as

I’lQ’

up(X, 1) = Z f,,(X) )k 0,1,2,.. (3.3)

Since the initial conditions in Eq. (1.2). Then, the approximate solution to (3.1) can be written in
the form of

l.l’l(}.’

u(X, 1) —fo(X)+ﬁ(X) Zf"( )F(na+ 1’
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where fo(X) + fi (X)r(%jrl) is considered to be the 1* FRPS approximate solution of u(X, 7).
Then u; (X, t) could be reformulated as

u(X, 1) = fo(X) + fl(X) Z Ja(X ) k =2,3,4,.. (3.4)

Now, we define the residual function as

Res(X, 1) = Df"u = N, uy;, uy,) — M(u,u,) — K(u) - S(X, 1), 3.5

and the k" truncated residual function as
Resp(X, 1) = D;uy — N(ug, gy Un)) — My, ) — Ku) = S (X, 1),k = 2,3,4, ... (3.6)

It is clear that Res(X,7) = 0 and klim Res;(X, ) =Res(X, t) for each X € RY and ¢ > 0. In fact this

lead to Dg"_z)aRes(X, t) = 0forn = 2,3,4, ...,k because the fractional derivative of a constant is zero
in the Caputo sense. Also, the fractional derivative DE"_M of Res(X, ) and Res,(X, f) are matching at
t =0foreachn =2,3,4, ...k, that is,

D" P*Res(X,0) = D" P"Resy(X,0) = 0,n = 2,3,4,.... k. (3.7)

To clarify the FRPS technique, we substitute the k”* truncated series of u(X, f) into Eq. (3.6), find
the fractional derivative formula DE"‘Z)“ of Resi(X, ) and then, we solve the obtained algebraic (3.7),
to get the required coefficients f,(X),n = 2, 3,4, ...in Eq. (3.4). Thus the u;(X, ) approximate solutions
can be obtained respectively.

4. Numerical examples

In this section, we describe the method explained in the Section 3. Three numerical examples of
nonlinear time-fractional wave-like equations with variable coefficients are considered to validate the
capability, reliability and efficiency of FRPSM.

Example 4.1. Consider the 2-dimensional nonlinear time-fractional wave-like equation with
variable coeflicients

2
1
thau - ( Uxx y)) (xyuxu)) u, 5 <a= 1’ (41)

with the initial conditions
u(x,y,0) = e, Dfu(x,y,0) = ev, 4.2)

where th" is the Caputo fractional derivative operator of order 2a, u is a function of x, y,7 € RXR X R*.
For @ = 1, the exact solution of Eqgs. (4.1)-(4.2) is given by [14]

u(x,y,t) = (cos(t) + sin(z))e™.
According to FRPSM described in Section 3, by applying on the Egs. (4.1)-(4.2), we have
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First, the 1* FRPS approximate solution of u(x, y, ) is

t(l
T+ 1)

4.3)

ur(x,y,t) = e +ev

Secondly, construct the k™ truncated series and k™ residual function of Eqgs. (4.1)-(4.2) as follow

k
t(l’ tnoz
0,0 =Y +e” + (X, y) —————, 4.4
(x5, 1) = € + e s ;f(xy)r(mﬂ) (44)
, 62 2
Resi(x,y,t) = D;"uy — ax—ay(ukxxukyy) + ax—ay(xyukxuky) + uy. 4.5)
By (3.7), we have
D P"Res;(x,y,0) = 0,k = 2,3,4, ... (4.6)
Taking k = 2 in (4.6), we obtain
flxy) = —ev.
Then, the 2" truncated approximate solution will be
@ t2(1
uy(x,y, 1) = e + ev e”

Ta+1) = TQRa+l)

In a similar way, taking k = 3,4, 5 in (4.6), we have

f3(x»)’) = _exy,
falx,y) = €7,
fs(x,y) = ev.

Then the 5" order truncated approximate solution of Egs. (4.1)-(4.2) can be obtained as follows

ta/ t2(t t3a
: ,t — xy+ Xy —_ o — o
us(x Y1) = e T Taar )¢ TGat])
t4a Sa
xy

Xy _ -
T T@a+) ¢ TGa+ 1)

Following the same step, then the solution of Eqgs. (4.1)-(4.2) can be expressed by

t2(1/ l.4oz
v, = |1- —..]e?
Uy 1) ( FQa+1)  TGa+l) )
1 t3(x t5(1
- — e 47
+(F(a+1) TGa+ D) TGa+l) )e “@.7)

= (cos(t*, @) + sin(t*, @)) e®.
When a = 1, the exact solution is

u(x,y, t) = (cos(t) + sin(z))e™.
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Remark 4.1. Comparing our obtained result (4.7) with the results in [12—15], it can be seen that the
result is new.

Exact solution

a=1
3 3
s 2 52
1 1
1 1
0.5 05 ! 0.5 05 !
00 0o
X t X t

Figure 1. 3D plots for the 5 FRPSM approximate solution and exact solution for different
values of a for Example 4.1 when y = 0.5.

— Exact solution -+~ a=1 a=0.95 a=0.8 — — a=0.7

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Figure 2. 2D plots for the 5" FRPSM approximate solution and exact solution for different
values of a for Example 4.1 when x =y = 0.5.

Table 1. Numerical values of the 5" FRPS approximate solution and exact solution for
different values of « for Example 4.1 when x = y = 0.5.

t aa=07 a=08 a=09 a=1 Absolute error
UrrpsmM  UFRPSM  UFRPSM  UFRPSM  Uexact [Uexact — Urrps Ml
0.1 1.5207 1.4784 1.4394 1.4058 1.4058 1.8085x 10~°
0.3 1.6652 1.6594 1.6375 1.6061 1.6061 1.3536x 10°°
0.5 1.6750 1.7193 1.7411 1.7425 1.7424 2.9725x 107
0.7 1.6137 1.6956 1.7634 1.8095 1.8093 6.7065 x 1072
09 15164 1.6112 1.714 1.805 1.8040 1.0547 x 1073
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Example 4.2. Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equation with variable
coeflicients

Dz"u:uza—z(uu u )+u28—2(u3)—18u5+u l<a/<1 (4.8)
' o2 xUxxUxxx X2 xx ) = :
with the initial conditions
u(x,0) = e*, Dyu(x,0) = e, 4.9)

where D,Z“is the Caputo fractional derivative operator of order 2, and u is a function of x, t € ]0, 1[XR*.
For @ = 1, the exact solution of Eqgs. (4.8)-(4.9) is given by [14]

u(x, t) = exp(t + x).

According to FRPSM described in Section 3, by applying on the Egs. (4.8)-(4.9), we have
First, the 1° FRPS approximate solution of u(x, f) is
tll’

ur(x,t) = e* + exF(a e (4.10)

Secondly, construct the k™ truncated series and k™ residual function of Eqs. (4.8)-(4.9) as follow

k
ta tna
,H=e"+¢e" (X)) —————, 4.11
(32 1) €?+elXa+1)+;;f(wFMQ+l) @10
20 ) ) & 3 5
Resi(x, 1) = D% uy — (uy) @(kaukxxukxxx) — (Uix) @(ukxx) + 18 ()’ — uy. 4.12)
By (3.7), we have
D P"Res(x,0) = 0,k = 2,3,4, ... (4.13)
Taking k = 2 in (4.13), we obtain
f(x) =€
Then the 2" truncated approximate solution will be
1@ t2a

X

) =e" + +e' .
el = ¢t e Y T 1 1)

In a similar way, taking k = 3,4, 5 in (4.13), we have

fHx) = e,
falx) = ¢,
f5(x) = e
Then the 5" order truncated approximate solution of Eqs. (4.8)-(4.9) can be obtained as follows:
( t) g 1 o t2(x o t3(x
us(x,t) = e ' +e e e
i Ta+1) TQRa+1l)  TGa+l)
t4oz tSa

+e* +e* .
“Taa+1)  ‘TGa+1)

AIMS Mathematics Volume 5, Issue 1, 1-14.



Following the same step, then the solution of Eqgs. (4.8)-(4.9) can be expressed by

tar t2a t3lI
) = [1+ + +
u(x 1) Ta+1) TQa+1) TGa+l)
4o S5a
! ! e (4.14)

T@a+D) TGazD
exp (%, @) + x) .

When « = 1, the exact solution is
u(x,t) =exp(t+x).

Remark 4.2. Comparing our obtained result (4.14) with the results in [12-15], it can be seen that
the result is new.

«=0.6 «=0.8

10
s 5
0
1
05 o5 05 os
0 0 0 0
X t X t

a=1 Exact solution
10 10
s 5 s 5
0 0
1 1
1 1
0.5 05 0.5 05
00 00
X t X t

Figure 3. 3D plots for the 5 FRPSM approximate solution and exact solution for different
values of « for Example 4.2.

Exact solution -+ a=1 a=0.95 a=0.8 — — a=0.7

Figure 4. 2D plots for the 5 FRPSM approximate solution and exact solution for different
values of a for Example 4.2 when x = 0.5.
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Table 2. Numerical values of the 5 FRPS approximate solution and exact solution for
different values of « for Example 4.2 when x = 0.5.

t aa=07 a=08 a=09 a=1 Absolute error
UFRPSM ~ UFRPSM ~ UFRPSM  UFRPSM  Uexact  |Uexaer — UFRPS Ml

0.1 2.0702 19606 1.8809 1.8221 1.8221 2.323x107°
0.3 2.7499 25282 2.3585 2.2255 2.2255 1.7436 x 107°
0.5 3.5066 3.1781 29222 27182 2.7183 3.8504 x 1073
0.7 43927 39506 3.6011 3.3198 3.3201 2.9890 x 10~
0.9 54403 4.8764 4.4228 4.0538 4.0552 1.3929x 1073

Example 4.3 Consider the following one dimensional nonlinear time-fractional wave-like equation
with variable coefficients

0
thau = xza—(uxuxx) — Py —u, 1 <a <2, 4.15)
X
with the initial conditions
u(x,0) = 0, D?u(x,0) = x*, (4.16)

where thais the Caputo fractional derivative operator oforder 2«, and u is a function of x, t € ]0, 1[xXR".
For @ = 1, the exact solution of Egs. (4.15)-(4.16) is given by [14]

u(x, 1) = x*sin(?).

According to FRPSM described in Section 3, by applying on the Egs. (4.15)-(4.16), we have
First, the 1* FRPS approximate solution of u(x, t) is

a

T+ 1)

(4.17)

u(x,t) = X

Secondly, construct the kK truncated series and & residual function of Eqs. (4.15)-(4.16) as follow

k
t(Y lJ’l(Y
) =X + ) ful)=————, 4.18
et = X T D ;f e+ D) (+18)
0
Resk(x, t) = D?auk - xza_(ukxukxx) - xz(ukxx)2 — Ug. (419)
X
By (3.7), we have
D" Resy(x,1) = 0,k = 2,3,4, ... (4.20)
Taking k = 2 in (4.18), we obtain
f(x) =0.
Then the 2"¢ truncated approximate solution will be
u(x,t) = x? .
[(a+1)

AIMS Mathematics Volume 5, Issue 1, 1-14.
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In a similar way, taking k = 3,4, 5 in (4.20), we have

L) = =X,
falx) = 0,
frx) = x.

Then the 5" order truncated approximate solution of Egs. (4.15)-(4.16) can be obtained as follows:

1@ ) t3a ) tSa
- X + X .
INa+1) IF'Ga+1) I'Sa+1)

us(x,t) = x°
Following the same step, then the solution of Eqgs. (4.15)-(4.16) can be expressed by

t(l t3a N tS(Y
[@+1) T@a+1) TGa+1)

X% sin(t?, @).

u(x,t) = xz( 4.21)

When a = 1, the exact solution is

u(x, ) = x* sin(r).

Remark 4.3. Comparing our obtained result (4.21) with the results in [12—15], it can be seen that
the result is new.

a=0.6 «=0.8

1 1
505 505
0 0
1 1
1 1
05 05 05 05
00 00
X t X t

Exact solution

a=1
1 1
505 505
0 0
1 1
1 1
05 05 05 05
00 00
X t X t

Figure 5. 3D plots for the 5 FRPSM approximate solution and exact solution for different
values of « for Example 4.3.
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0.25

— Exact solution "+ a=1 a=0.95

02
0.15 S
01y P v

0.05 / //

0 . . . . . . . .
02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Figure 6. 2D plots for the 5 FRPSM approximate solution and exact solution for different
values of « for Example 4.3 when x = 0.5.

0 0.1

Table 3. Numerical values of the 5 FRPS approximate solution and exact solution for
different values of « for Example 4.3 when x = 0.5.

t aa=07 a=038 a=0.9 a=1 Absolute error

UFRPS M UFRPSM UFRPS M UFRPSM Uexact [Uexact — Urrps Ml

0.1 0.054  0.042209 0.032605 0.024958 0.024958 4.9596 x 10~'2
0.3 0.10969 0.097871 0.085658 0.07388  0.07388 1.0835 x 1078
0.5 0.14473 0.13893 0.13028 0.11986 0.11986 3.8618 x 1077
0.7 0.16673 0.16866 0.16664 0.16106 0.16105 4.0574 x 107°
09 0.17926 0.18843  0.19429 0.19586  0.19583 2.346 x 107

5. Numerical results and discussion

In this section, we discuss and evaluate the numerical results of the approximate solutions for
Examples 4.1, 4.2 and 4.3 respectively. Figures 1, 3 and 5 represents the surface graph of the 5"
FRPSM approximate solution at @ = 0.6,0.8, 1 and the exact solution. Figures 2, 4 and 6 represents
the behavior of the 5" FRPSM approximate solution at @ = 0.7,0.8,0.95, 1 and the exact solution.
These figures afirm that when the order of the fractional derivative o approaches 1, the approximate
solutions obtained by FRPSM approach the exact solutions.

Tables 1-3 represents the numerical values of the 5" FRPSM approximate solution for different
values of a and the exact solution. These tables clarifies the convergence of the approximate solutions
to the exact solutions.

6. Conclusion
In this paper, fractional residual power series method (FRPSM) is successfully applied to find
approximate analytical solutions of time-fractional wave-like equations with variables coeflicients.

This method was tested on three numerical examples. Numerical results obtained confirm the easily,

AIMS Mathematics Volume 5, Issue 1, 1-14.
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accurately and efficiency of the proposed method. The advantage of the FRPSM is that it reduces
significantly the numerical computations to find approximate analytical solutions for this type of
equations compared to current methods such as the perturbation technique, differential transform
method (DTM) and Adomian decomposition method (ADM), thus, we can conclude that, the FRPSM
is simple, effective, and practically method for solving many other nonlinear fractional partial
differential equations.
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Abstract

In this paper, fractional residual power series method (FRPSM) is effectively applied for finding
the approximate analytical solutions of general nonlinear time-fractional wave-like equations
with variable coefficients. This method based on constructing series solutions in a form of
rapidly convergent series with easily computable components and without need of linearization,
discretization, perturbation or unrealistic assumptions. Numerical results are given and then
they are compared with the exact solutions both numerically and graphically. By numerical
examples, it is shown that the FRPSM is very simple, efficient and convenient for solving
different forms of nonlinear fractional partial differential equations.

2010 Mathematics Subject Classification. 35R11. 26A33, 35C05, 74G10
Keywords. general nonlinear time-fractional wave-like equations, approximate analytical solutions, Caputo fractional deriva-
tive, fractional residual power series method.

1 Introduction

In recent years, the nonlinear fractional partial differential equations (NFPDEs) have achieved
great attention among researchers due to its wide range of applications in many fields of physics,
mechanics, electrochemistry, viscoelasticity, nonlinear control theory, image processing, nonlinear
biological systems, astrophysics, and other fields of science and engineering [3, 9, 12, 13, 14, 20, 23].
So, there has been significant interest in developing methods for the solutions of NFPDEs. Exact
solutions of NFPDESs are sometimes too complicated to be attained by conventional techniques due
to the computational complexities of nonlinear parts involving them. Therefore, for the study of
solution of NFPDEs there are variety of analytical and approximate methods found in literature.
Among them most common methods are: Adomian decomposition method (ADM) [25], variational
iteration method (VIM) [27], fractional difference method (FDM) [22], differential transform method
(DTM) [6], homotopy perturbation method (HPM) [11].

The residual power series method (RPSM) was initially developed to compute the numerical
solutions of the first-order and the second-order fuzzy differential equations [1]. This method
provides a power series solution with rapid convergence. It has been advantageously implemented
for the nonlinear fractional Korteweg—de Vries—Burgers equation [7], for the fractional foam drainage
equation [4], for the time-fractional two-component evolutionary system of order two [5] and for
other equations [2]. It has been proven that the RPSM is a convenient and effective method in its
application.

Thbilisi Mathematical Journal 12(4) (2019), pp. 131-147.
Thilisi Centre for Mathematical Sciences.
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The main objective of the present paper is to use the fractional residual power series method to
find the approximate analytical solutions for the genaral time-fractional wave-like equations with
variable coefficients of the form

Htm
Z FMJ X t 'LL O ka mFQij(uxi,qu) (11)
1,j=1
ap
+ Z Gri( X, t,u) o7 = Gai(ug,) + H(X, t,u) + S(X,t),
with the initial conditions
U(Xao):CLO(X)aUt(X7O):a1(X)7 (12)

where DY is the Caputo fractional derivative operator of order a, 1 < a < 2, u = u(X,¢t) is an
unknown function where X = (z1,22,...,2x5) € RY and t > 0, F;;,Gy; i,j € {1,2,...,N}, are
nonlinear functions of X, ¢ and u, Fy;;j, Ga; 4,5 € {1,2,..., N}, are nonlinear functions of derivatives
of u with respect to x; and z; 4,5 € {1,2,..., N}, respectively. Also H,S are nonlinear functions
and k, m, p are integers.

These types of equations are of considerable significance in various fields of applied sciences,
mathematical physics, nonlinear hydrodynamics, engineering physics, biophysics, human movement
sciences, astrophysics and plasma physics. These equations describe the evolution of erratic motions
of small particles that are immersed in fluids, fluctuations of the intensity of laser light, velocity
distributions of fluid particles in turbulent flows.

This article is organized as follows. In Section 2, we present some fundamental definitions of
fractional calculus. In Section 3, we present the basic idea of the fractional power series (FPS). In
Section 4, we introduce our results of fractional residual power series method (FRPSM) for general
nonlinear time-fractional partial differential equation, in particular for the general nonlinear time-
fractional wave-like equations (1.1) with the initial conditions (1.2) . In Section 5, we have proposed
some examples in order to show the validity and effectiveness of this approach. Finally, we present
our obtained results (Graphs and Tables), comparing them with their exact associated forms. These
results were verified with Matlab (version 7.9.0.529 (R2009b)).

2 Basic definitions of fractional calculus theory

For the reader’s convenience, we recall some concepts, definitions and basic results from fractional
calculus theory, which are useful in the following discussion. These definitions and concepts can be
found in [8, 18, 19, 21, 22, 24, 26], and references therein. Throughout this paper, the set of real
numbers and the set of integer numbers are denoted by R and N, respectively.

Definition 2.1. A real function u(X,t),X € RV N € N*,t € RT, is considered to be in the space
C,(RY x RY), u € R, if there exists a real number p > pu, so that u(X,t) = tPv(X,t), where v
€ C (RN xRT), and it is said to be in the space Cy if u™ € C, (RN x RT), n € N,

Definition 2.2. The Riemann-Liouville fractional integral operator of order oo > 0 of u € C,,(RN x
RT), u > —1 is defined as follows

Ieu(X,0) = { T(a)
u(X,

t
JU-O T uX.Ode o> 0.t > 6>t 20, 2.1)
t)

) a:07
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where
oo

INa) = /to‘_le_tdt,a > 0,
0

is the well-known gamma function.

Some properties of the operator If* , which we will need here, are as follows.
For u € C,(RYN x RT),u > —1,0,8 > 0,7 > —1 and t > tg > 0, we have

IPI0u(X,t) = IPHPu(X, t) = I IPu(X, 1),

12— t0) = e

Rty +n "

Theorem 2.3. [10] Let tg < T,a > 0 and u € C(RN X [to,T]). Moreover, assume that v is
Lebesgue integrable on RY x [tg,T] and that v does not change its sign in RY x [to, T]. Then, for
almost every t € (tp,T] there exists some 7 € (to,t) C (to,T) such that

IY (wv) (X, t) = u(r) ['v(X,t). (2.2)

If additionally o > 1 or v € C (RY x [0,7]), then this result holds for every ¢ € (0,T].

Definition 2.4. The Caputo time-fractional derivative operator of order o > 0 of u € C";(RY x
RT),n € N, is defined as follows
1 L n—a—1 (n)

u(") (X t) a=n.

For the Riemann-Liouville fractional integral and Caputo fractional derivative, we have the
following relation

k
I8Dfu(X, t) = u(X, t) — Zuk)Xt+ k) X eRN t>1t5>0. (2.4)
k=0

Definition 2.5. The Mittag-Lefler function is defined as follows

oo n

E, (z) = Z m, a € C,Re(a) > 0. (2.5)

n=0

A further generalization of (2.5) is given in the form

Eap(2)=Y F(#iﬁya,ﬁ € C, Re(a) > 0, Re(8) > 0. (2.6)

n=0

For a = 1, E, (2) reduces to e*.



134 A. Khalouta, A. Kadem

3 Fractional power series (FPS)
In this section, we will introduce a general form of generalized Taylor’s formula that contains the

Caputo derivatives. For more details, see [2].

Definition 3.1. A power series of the form

m—1

DD CyX)(t—to) (3.1)

=0 j=0

where 0 <m —1 < a <m and t > tg, is called a multiple fractional power series (MFPS) about
t = to, t is a variable and C;; (X) are functions of X € RY, called the coefficients of the series.

Lemma 3.2. Suppose that u € C (RY x [to,to + R)) and Di*u € C (RN x (to,to + R)) for i €
{0,1,2,...,n+ 1}, where 0 < m — 1 < @ < m. Then we have

D"V u(X, )
T((n+Da+l)
X € RN7t0§T§t<to+R.

I DX t) (t — to) "D, (3.2)

Proof. Using the definition of the Riemann-Liouville fractional integral operator (2.1) and the mean
value theorem for fractional integrals (2.2), we have

t

(n+1)a n(n+1)a o 1 _ a(n+)a—-1 [(nt+l)a
I Dy u(X,t) = m/@ £) Dy u(X, §)d§
to
t
_ Dgn—i_l)au(XvT) (n+1)a—1
= T+ /(t_f) d

0

_ Dt(”+1)au(X, T) (t _ to)(nJrl)a
T((n+ Da+1) '

Q.E.D.

Theorem 3.3. Suppose that u € C (RN X [to, to + R)), Dicy e C (RN X (to, to + R)), and Di%u
can be differentiated (m — 1)-times with respect to t on (tg,to + R) for i € {0,1,2,...,n + 1}, where
0<m-—1<a<m. Then we have

n m=1 miatj (n+1)e
D" u(X, to) v D w(X, )
X, t) = E E t—to)ati o 2t P T gy (ntha 3.3
U( a) gt ZO[+]+1)( 0) +F((TL+1)OZ+1)( 0) 3 ( )

X € RV tg<7<t<ty+R.

Proof. From certain properties of the operator I, the concept of sequential fractional derivatives
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(See [22]), and the propertie (2.4), we have
LD (X ) = I (D] DPu(X, 1) = I (D) D *u(X, 1)

(t —to)?
5!

m—1 :
no no 8] no
= I | Dru(X,t) — Z@Dt u(X, to)

Jj=

(=)

_ J
_ InaDnoc (Xt Ina Z D]Dna (X tO) (t 'tO)
J]:

Dy (X )
T

n—1)a m m n—1)a na+j
= 10 (o) D V(X ) (t = to)"**

n— — — t— .
= 1"V prheyx ) - ST =D l)au(X,to)i(

ZDna-i-J Xﬁo) (t t)naJrj
& T(na+j+1) 0

m—1 j

- - - S pipin t—to)’

_ Ign l)oth(n 1)(xu(X, t) B It(n a DJDIEn 1)au(X, to)g
Jj=0

3

—1 naJr] X tO)

t—+ na+j
na+j+1) (t=to)

=0
- IE"‘Q”* () D2 u(x, 1)

m—1 (n 1)a+] (X to)

(n—1)a+j
t—t
< T( n—l a+j—|—1)( o)

Dna-’r] X t noti
Z Dy u(X, to) (t — to)" .
= P(na+j+1)

If we keep repeating this process, then after n-times of computations, we can find that

m—1 1a+j X tO)

n
n+1)a n+1l)a
LDy (X ) = u(X 1) — Y WHH)

=0 5=0

Using (3.2), we get

2 DIy (X ) ons DYy (x 7
X, t) = t — o)t t ) t — to) (D
(X, ?) ZZ za+]+1)( 0) +F((n+1)a—|—1)( ) ’
tg < <tyg+ R.

Q.E.D.
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In the generalized Taylor’s series the partial sums are

n

3

- D§a+ju(X7 t())

Tn(X,1) = T(ia+j+1)

i=0 j

(t - tO)ia+j7

I
=

and in general, u(X,t) is the sum of its generalized Taylor’s series if u(X,t) = lim T,(X,t). On
— 00

the other aspect as well, if we let R, (X,¢) = u(X,t) — T,,(X, 1), then R,(X,t) is the remainder of
the generalized Taylor’s series.

Corollary 3.4. If D,gnﬂ)au(X, t)‘ < M(X)onty<t<dwhere )0 <m-—1<a<m, then
R, (X,t) the remainder of the generalized Taylor’s series will satisfy the inequality

R (X,1)] < =)

— 2 (t—to) D g <t < d.
_F((TL+1)OC+1)( 0) syl > U

4 FRPSM for general nonlinear time-fractional partial differential
equation

Theorem 4.1. Consider a general nonlinear time-fractional partial differential equation
D&u(X,t) + Lu(X,t) + Nu(X,t) = g(X,t),0<m -1 <a<m,X € RVt >0, (4.1)
with the initial conditions
P u(X,0)
ot

where Dy is the Caputo fractional derivative of order «, L is a linear differential operator, N
represents a general nonlinear differential operator, and ¢ is the source term.

Then, by FRPSM the solution of Egs. (4.1)-(4.2) is given in the form of infinite series which
converges rapidly to the exact solution as follows

=a;(X),X eRY,j=0,1,2,....m — 1, (4.2)

m—1 (X)) . oo m—1 iatj
wxt) = Y %E_!)ta Yy fij(X)m, (4.3)
§=0 i=1 j=0

X e RN, 0<t<R

where f;; i € {1,2,3,...,}, 7 € {0,1,2,...,m — 1}, are the coefficients of the series, and R is the
radius of convergence of the MFPS.

Proof. In order to achieve our goal, we consider the following generalized nonlinear time-fractional
partial differential equation (4.1) with the initial conditions (4.2).

The FRPS method assumes the solution for Eqs. (4.1)-(4.2) as a fractional power series about
the initial point ¢ = 0, as follows

m—1 oty

— m—-1<a<m, 4.4
I'(ia+j+1) (44)
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From Eq. (4.4), we have

du(X,0)

6tj :j!foj(X):aj(X),jE{0,1,2,...,m—1},

then

fo;(X) = aj;,‘!X),j €{0,1,2,...,m—1}.

Hence, we can obtain the initial guess approximation of u as

=

m—

(X)) .
wom-ny(X,0) = > “J(,' )tJ,X eRYN,0<t<R. (4.5)
=0
So, Eq. (4.4) could be reformulated as
m—1 C@(X) ; oo m—1 tia_;,_j
u(X,t) = ZO Tt +Zl ZO fij(X)ma (4.6)
i= i=1 j=

X e RN o<t<R.

In the following step, we will let u(; ;) denotes the (k,[)-truncated series, that is

weny(X,t) = nilMtJ‘Jriif..(X)L (4.7)
2 ’ - . 1] . - 3 .
= 7! == Flia+j+1)

X e RN, 0<t<R,

where k € {1,2,3,..} and | € {0,1,2,...,m —1}. Now applying the FRPS for determining the
coefficients f;; of Eq. (4.7), we define the residual function as
Res(X,t) = Dju(X,t)+ Lu(X,t)+ Nu(X,t) — g(X,1), (4.8)
X e RN 0<t<R.

Therefore, the (k,1)-truncated residual function is

Res,)(X,t) = Diug(X,t) + Lugy (X, t) + Nug,y (X, ) — g(X, 1),
X ¢ RN o<t<R (4.9)

As described in [1],[7], it is clear that Res(X,t) = 0 for each X € RY and t € [0, R). There-
fore Dt(ifl)aDgRes(X, t) = 0 for each ¢ € {1,2,3,....,k} and j € {0,1,2,...,1}, since the fractional
derivative of a constant function in the Caputo sense is zero, and in the mean time, the frac-
tional derivatives Dgi_l)aD{ for each i € {1,2,3,...,k} and 5 € {0,1,2,...,1} of Res(X,t) = 0 and
Res(; jy(X,t) are matching at (X,t) = (X,0).

DYV DIRes(X,0) = DM DiRes(; ;) (X,0) =0,
X e R%ie{1,2,3,...k},je€{0,1,2,..,1}. (4.10)
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To get the form of the required coefficients f;; in Eq. (4.7) for ¢ € {1,2,3,...,k} and j €
{0,1,2,...,1}, we apply the following FRPS technique:

First, we substitute (k,[)-th truncated series of u into Eq. (4.9). Second we find then the
fractional derivative formula Dngl)an Res ;) (.,.) i € {1,2,3,...,k}, j€{0,1,2,...,1}, we sub-
stitute ¢ = 0 in the following formula, equate it to zero, and then solve the obtained algebraic Eq.
(4.10). Q.E.D.

Let us consider a general nonlinear time-fractional wave-like equation (1.1) with the initial
conditions (1.2).
First we define

k+m
Nu = Z Frij(X,t,u) . ka z Fij(ug,, g, ),
3,j=1
N op
Mu = —|—ZG11(X,t,U,)8 szl(UIL)
i=1
Ku = H(X,tu).

Eq.(1.1) is written in the form

Diu(X,t) = Nu(X,t)+ Mu(X,t)+ Ku(X,t)+ S(X, 1),
X € RVt>0,1<a<2.

According to Eq. (4.6), the solution of Egs. (1.1)-(1.2) can be expressed as

tiaty
w(X,t) = ao(X) + ar(X)t + a7 4.11
(0 = ol ' ;;:ij T(ia+j +1) (411)
where
u(,1)(2,y,t) = ao(X) + a1 (X)t, (4.12)

is the initial guess approximation which is obtained by Eq. (4.5).
To find the coefficients f;; for i € {1,2,3,...,} and j € {0, 1}, we use the same steps as in above.

5 Examples and numerical results

In this section, the applicability of the FRPSM shall be demonstrated by test examples.
We define E;, ;) to be the absolute error between the exact solution u and the FRPS approximate
solution uy,;), where k € {0,1,2,3,...} and [ € {0,1,2,...,m — 1}, as follows

Ewn(X,t) = |u(X,t) —ug (X, 1),
ke {0,1,2,3,..),0€{0,1,2,...m—1}.

Example 5.1. Consider the 2-dimensional nonlinear time-fractional wave-like equation with vari-
able coefficients
0? 0?
Dfu = m(umuw) - m(xyumuy) —u,t>0,1<a<2, (5.1)
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with initial conditions
u(z,y,0) = ™, uy(z,y,0) = e, (x,y) € R% (5.2)

By applying the steps involved in the FRPSM as presented in Section 4, we have the solution
of Egs (5.1)-(5.2) is in the form

thK"FJ

u(z,y,t) =™ + et + ZZ fij(z m: (5.3)

=1 j=0
and the coefficients f;; for ¢ € {1,2,3,...,} and j € {0,1}, take the following values
fio(x7y) = f?l('ray) =—e"™ for i€ {173a5a }7
in(xvy):fil(xay):eajy for 7’6{274787}

Therefore, according to Eq. (5.3), the FRPS solution of Egs. (5.1)-(5.2) can be written in the
form of infinite series as follows

ta+1 t2a t204+1
t _ ... Y
u(,y,t) ( ti a+1) “Tat+2) TEa+D) T@at2) )e
ktka o —1)k¢ka
_ t Z (=0t %Y
(ka +2) « T(ka +1)

= (tEag —t*) + Eo (-t ))e;’cy7

)

where E,(—t*) and E, 2(—t) are the Mittag-Leffler functions, defined by Egs. (2.5) and (2.6).
Particularly, when a = 2, the exact solution of Egs. (5.1)-(5.2) is given by

A R B A
U(l‘,y,t) = <+t 2| g‘i‘ +E_ )6“’

= (cost+sint)e”

The above expressions is exactly same as those given by the NIM, NHPM [15], NVIM [16], and
FNDM [17].

t/z,y 0.1 0.3 0.5 0.7
0.1 [ 1.4226 x 1079 | 1.5411 x 1079 | 1.8085 x 1079 | 2.2991 x 10~9
0.3 | 1.0648 x 1076 | 1.1535 x 107 | 1.3536 x 107% | 1.7208 x 10~©
0.5 | 2.3382x107° | 2.5330 x 1077 | 2.9725 x 10 ° | 3.7787 x 10~°
0.7 | 1.8000 x 10~% | 1.9499 x 10~% | 2.2882 x 10~* | 2.9089 x 10~*
0.9 |8.2963 x 10~% | 8.9872 x 10~* | 1.0547 x 10~2 | 1.3407 x 1073

TABLE 1. Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for
Example 5.1 when (k,1) = (2,1) and a = 2.
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FIGURE 1. The surface graph of the exact solution u and the FRPS approximate solution wu(s 1)
for Example 5.1 when y = 0.5: (a) u(2,1) when o = 1.5, (b) u(2,1) when o = 1.75, (c) u(2,1) when
a =2, and (d) u is exact.

1.9 T T T T T T T T T

— Exact solution a=2 — —a=1.95 a=18 — —a=17

FIGURE 2. The behavior of the exact solution and the FRPS approximate solution wu(y ) for
different values of o for Example 5.1 in the case when x =y = 0.5.
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Example 5.2. Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equation with variable
coefficients

2 2
5 (Vo p Uz ) +

0a?

uU=1u — u+u,>,<a_, .
DY 2 18 t>0,1 <2 5.4

za 2(

with initial conditions

u(z,0) = e*,us(x,0) = e®, 2 €]0,1]. (5.5)

By applying the steps involved in the FRPSM as presented in Section 4, we have the solution
of Eqgs (5.4)-(5.5) is in the form

u(z,t) =e” +ewt+22f”

i=1 j=0

tla+]

Thati 1)’ 5.6
Flia+j+1) (56)

and the coefficients f;; for i € {1,2,3,...,} and j € {0,1}, take the following values
fm(l‘) = f11($) =¢e® for i € {1, 2,3, } .
Therefore, according to Eq. (5.6), the FRPS solution of Egs. (5.4)-(5.5) can be written in the
form of infinite series as follows

te toz-‘rl t2a
N CEDRECTES)

t2a+1
+ (20 +2) + ) e

o] tka 00 tk(x . . X )
- (gwﬂgmw) = (Ba(t%) +tEaa(t)) e

where E,(t*) and E, 2(t*) are the Mittag-Leffler functions, defined by Egs (2.5) and (2.6).
Particularly, when o = 2, the exact solution of Eqgs. (5.4)-(5.5) is given by

) ="t

The above expressions is exactly same as those given by the NIM, NHPM [15], NVIM [16], and
FNDM [17].

u(z,t)

Il
7N
—

_|_
~
_|_

T B L R o
U(wat)=(1+t+ tgttate

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7

0.1 | 1.5572 x 1079 [ 1.9019 x 1079 | 2.3230 x 109 | 2.8373 x 10~7
0.3 | 1.1688 x 107 | 1.4276 x 1076 | 1.7436 x 10~ | 2.1297 x 10~©
0.5 | 2.5810 x 1075 | 3.1525 x 1075 | 3.8504 x 1075 | 4.7029 x 10~°
0.7 | 2.0036 x 10~% | 2.4472 x 10~% | 2.9890 x 10~ % | 3.6507 x 10~ *
0.9 [ 9.3372 x 1071 | 1.1404 x 1073 | 1.3929 x 103 | 1.7013 x 10~3

TABLE 2. Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for
Example 5.2 when (k,1) = (2,

1) and a = 2.
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FIGURE 3. The surface graph of the exact solution u and the FRPS approximate solution wu (s 1)
for Example 5.2: (a) u(2,1) when a = 1.5, (b) u(2,1) when a = 1.75, (c) u(2,1) when a = 2, and (d)
u is exact.

5 T T T T T T T T T
—— Exact solution a=2 — — a=1.95 a=18— —a=17|,”

45r

FIGURE 4. The behavior of the exact solution and the FRPS approximate solution wu(y 1) for
different values of o for Example 5.2 in the case when z = 0.5.
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Example 5.3. Consider the following one-dimensional nonlinear time-fractional wave-like equation
with variable coefficients

Dfu ==z 2(qum)

20,2
u,t>0,1<a<?2,
- x(uz,) <

(5.7)
with initial conditions
u(z,0) = 0,u(2,0) = 2%, €]0,1[. (5.8)

By applying the steps involved in the FRPSM as presented in Section 4, we have the solution
of Eqgs (5.7)-(5.8) is in the form

u(x,t) *x2t+22f”

1=1 5=0

Mot i+1) 59

and the coefficients f;; for ¢ € {1,2,3,..., } and j € {0,1}, take the following values

{ fiolz) =0
fa(z) = (-1)'a?

Therefore, according to Eq. (5.9), the FRPS solution of Egs. (5.7)-(5.8) can be written in the
form of infinite series as follows

ta-l—l
t 2t —
) tka

z? (t k_gW) = 22 (tEq o(—t%)),

where E,, o(—t%) is the Mittag-Leffler function, defined by Eq. (2.6).
Particularly, when a = 2, the exact solution of Egs. (5.7)-(5.8) is given by

A S 1 9
<t3'+5'7'+ )l’ sin t.

The above expressions is exactly same as those given by the NIM, NHPM [15], NVIM [16], and
FNDM [17].

for i€ {1,2,3,...},
for i€ {1,2,3,...}.

ﬁ2a+1
F2a+2)

t3a+1
T(Bat2) )

u(zx,t) =

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7

0.1 | 1.9839 x 10~ 13 | 1.7855 x 1012 | 4.9596 x 10~ 12 | 9.7209 x 10~ 12
0.3 | 4.3339 x 10710 | 3.9005 x 10=9 | 1.0835 x 108 | 2.1236 x 1073
0.5 | 1.56447 x 10~ | 1.3903 x 10~ 7 | 3.8618 x 107 | 7.5692 x 10— 7
0.7 | 1.6229 x 10~7 | 1.4606 x 1076 | 4.0574 x 1075 | 7.9524 x 106
0.9 | 9.3840 x 1077 | 8.4456 x 1076 | 2.3460 x 10~° | 4.5982 x 10~°

TABLE 3. Comparison of the absolute errors for the obtained results and the exact solution for
Example 5.3 when (k,1) = (

2,1) and o = 2.
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FIGURE 5. The surface graph of the exact solution u and the FRPS approximate solution wu (s i)

for Example 5.3: (a) u(2,1) when a = 1.5, (b) u(2,1) when a = 1.75, (c) u(2,1) when a = 2, and (d)
u is exact.
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FIGURE 6. The behavior of the exact solution and the FRPS approximate solution wu(y 1) for
different values of o for Example 5.3 in the case when z = 0.5.
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Remark 5.4. From the numerical results of u(x, y, t) for different values of the fractional derivative
« and for different values of x,y and ¢, we remark that when the fractional derivative 1 < o < 2
tends to 2, the approximate solutions obtained by FRPSM tends continuously to the exact solutions.

6 Conclusion

It this paper, the fractional residual power series method (FRPSM) is successfully applied to find
approximate analytical solutions of general nonlinear time-fractional wave-like equations with vari-
ables coefficients. Throughout this article, it has been observed that there exists a very good
agreement between the approximate solutions obtained by this method and exact solutions. When
we set fractional derivative o = 2 in the FRPS approximate solutions, we get exact solutions. There-
fore we can conclude that the FRPSM is quite effective, convenient and practically well suited for
finding approximate analytical solutions of such types of fractional partial differential equations.
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A NEW TECHNIQUE FOR FINDING EXACT SOLUTIONS OF
NONLINEAR TIME-FRACTIONAL WAVE-LIKE EQUATIONS
WITH VARIABLE COEFFICIENTS

ALI KHALOUTA AND ABDELOUAHAB KADEM

Abstract. In this paper, we give the exact solutions in terms of Mittag-
Leffler functions for nonlinear time-fractional wave-like equations with
variable coefficients by using a new technique, it is a combination of
natural transform and variational iteration method called natural varia-
tional iteration method (NVIM). This technique enables us to overcome
the difficulties arising in identifying the general Lagrange multiplier. The
numerical results shows that this method is highly effective and is prac-
tically suitable for use in these equations. Three numerical examples are
given to verify the accuracy and efficiency of the proposed technique.

1. Introduction

Fractional partial differential equations are widely used in interpretation and
modeling of many of realism matters appear in applied mathematics and physics
including fluid mechanics, electrical circuits, diffusion, damping laws, relaxation
processes, mathematical biology, and so on. Therefore, to seek the solution
of fractional partial differential equations is an important aspect of scientific
research. Several mathematical methods including: Adomian decomposition
method (ADM) [14], variational iteration method (VIM) [18] homotopy anal-
ysis method (HAM) [15] and homotopy perturbation method (HPM) [4], have
been developed to obtain the exact and approximate analytic solutions.

Recently, a new option has appeared, includes the combination of Laplace
transform, Sumudu transform or natural transform with the previously men-
tioned methods to facilitate and improve the resolution speed of fractional partial
differential equations. Among wich are: Laplace homotopy analysis method [3],
Laplace decomposition method [7], Laplace variational iteration method [17], ho-
motopy perturbation Sumudu transform method [16], homotopy analysis Sumudu
transform method [10], variational iteration Sumudu transform method [1], natu-
ral transform homotopy perturbation method [11], natural decomposition method
[12], homotopy analysis natural transform method [13].

In this paper we will suggest a new technique to the search for exact solutions
of nonlinear time-fractional wave-like equations with variable coefficients. This

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 35R11, 26A33, Secondary 33E12, 35C05.
Key words and phrases. nonlinear time-fractional wave-like equations, Liouville-Caputo frac-
tional derivative, Mittag-Leffler functions, natural transform, variational iteration method.
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technique is a combination of two powerful methods, natural transform and vari-
ational iteration method, called natural variational iteration method (NVIM).
Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equations

n k+m
Div = Z_: Fui (X, 6,0) o o i (U, 02,) (1.1)
1,j=1 g J
n ap
+ ; Ghi(X, t, u)@cgi(uxi) + H(X,t,v)+ S(X,1),
with the initial conditions
v(X,0) = ag(X), v(X,0) =a1(X), (1.2)

where Dy* is the Liouville-Caputo fractional derivative operator of order a, 1 <
a < 2.

Here X = (z1,22,...,%n), F1ij,G1i 1,7 € {1,2,...,n} are nonlinear functions of
X,t and v, Fy;j,Go; 1,7 € {1,2,...,n}, are nonlinear functions of derivatives of v
with respect to z; and z; i,j € {1,2,...,n}, respectively. Also H, S are nonlinear
functions and k, m,p are integers.

These types of equations are of considerable significance in various fields of
applied sciences, mathematical physics, nonlinear hydrodynamics, engineering
physics, biophysics, human movement sciences, astrophysics and plasma physics.
These equations describe the evolution of erratic motions of small particles that
are immersed in fluids, fluctuations of the intensity of laser light, velocity distri-
butions of fluid particles in turbulent flows.

The plan of this paper is structured as follows. In Section 2, we introduce some
necessary definitions of the fractional calculus theory and natural transform, two
theorems are introduced with their proofs related of the natural transform of
fractional derivatives . In Section 3, we give a brief review of variational iteration
method (VIM). In section 4, we introduce our results to solve the nonlinear time-
fractional wave-like equations (1.1) with the initial conditions (1.2) by the natural
variational iteration method (NVIM). In section 5, we present three numerical
examples to show the efficiency of this technique and we present our obtained
results graphically. All numerical results are obtained using Matlab (version
R2016a). Finally, conclusions are drawn in the last section.

2. Basic definitions

In this section, we give some basic notions about fractional calculus, natural
transform and natural transform of fractional derivatives which are used further
in this paper.

2.1. Fractional calculus. We give some basic definitions and important prop-
erties of the fractional calculus theory as the Riemann-Liouville fractional integral
and Liouville-Caputo fractional derivative (see[9]).

Definition 2.1. A real function f(t),t > 0, is considered to be in the space C,,
p € R if there exists a real number p > p, so that f(¢) = tPh(t), where h(t)
€ C([0,00[), and it is said to be in the space Cj; if fMec,neN,
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Definition 2.2. The Riemann-Liouville fractional integral operator of order o >
0of f € Gy, > —11is defined as follows

1 t a—
Tlay o (6= 8" F(©)de t > 0,0> 0, (21)
1), a =0,

where I'(.) is the well-known gamma function.

1°£(t) =

Definition 2.3. The Liouville-Caputo fractional derivative of order o« > 0 of
f € C",n € Nis defined as follows

m=efMi),t>0n-1<a<n,

Daf(t):{ M@, a=n.

For the Riemann-Liouville fractional integral and Liouville-Caputo fractional
derivative, we have the following relation

(2.2)

I°D*f(t) Zf (07) H,t > 0. (2.3)

Definition 2.4. (Partial derivatives of time-fractional order) Let n to be
the smallest integer that exceeds «. The Liouville-Caputo time-fractional deriv-
ative operator of order o € RT is defined as follows

. n a—1 n) d -1
Dev(ast) = | Tin—ay b =9 (nQde =t <a<n g )
v( )(x t) a=n.
Definition 2.5. The Mittag-Leffler function is defined as follows
o Zn
Eq(2) = Sy —— , . 2.
(2) ;F(WH) a € C,Re(a) >0 (2.5)
A further generalization of (2.5) is given in the form
Eop(2) a,f € C,Re(a) > 0, Re(3) > 0. (2.6)

—T(na+ p)
For a = 1, E, (2) reduces to e”.

2.2. Natural transform. Recently, Fethi Bin Muhammed Belgacem et al. [2]
introduced a new integral transform, called natural transform, which is applied
to solve an ordinary and partial differential equations.

Definition 2.6. The natural transform is defined over the set of functions
i} .
A= {f(t)/EIM,Tl,Tg >0,|f(t)] < Me™ jift € (—1)) x [0,00)} ,

by the following integral

+o0 .
NT[f@#)] = R (s,u) = i/o e~ f(t)dt, s,u € (0,00). (2.7)

Some basic properties of the natural transform are given as follows [2].
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Property 1: The natural transform is a linear operator. That is, if A and u
are non-zero constants, then

NTIN(E) £ pg()] = AW [F()] = pN T [g(t)].-

Property 2: If f(")(t) is the n'* derivative of function f(t) with respect to
”t” then its natural transform is given by

n n—1 p—(k+1)
NE[FW] = R (s,0) = SR (s.0) = > T 1P (0).
k=0

Property 3: (Convolution property) Suppose F(s,u) and G*(s,u) are the
natural transforms of f(¢) and g(t), respectively, both defined in the set A. Then
the natural transform of their convolution is given by

T(fxg9) (O] = uF " (s,u)G (s, u),

where the convolution of two functions is defined by

(f9)( /f g(t — £)de = /f% )de.

Property 4:
1
N = =,
S
+ U
] = —
N =
-1 —
JO I R
(n—1)! s U

Property 5: If a > —1, then the natural transform of ¢* is given by

NT[t] =T (a+1) -

Sa+l :
2.3. Natural transform of fractional derivatives.

Theorem 2.1. If R*(s,u) is the natural transform of the function f(t), then the
natural transform of the Riemann-Liouville fractional integral of f(t) of order «,
s given by
uOé
N[ ()] = 5 B (s, 0). (28)
Proof. The Riemann-Liouville fractional integral for the function f(¢) as in (2.1),
can be expressed as the convolution

1
(1) = w51 L (1) (2.9)
I'(c)
Applying the natural transform in the Eq. (2.9) and using properties (3) and
(5), we have

+ [T _ + Lafl* :ui + [pa—1 +
NI = N |t s N [ N (1)

I'(«)
a—1 «

“ Rt (s,u) = Z—QR'F(s,u).

= u
s«

The proof is complete. O
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Theorem 2.2. Letn € N* and a > 0 be such thatn—1 < o < n and Rt (s,u) be
the natural transform of the function f(t), then the natural transform denoted by
R} (s,u) of the Liouville-Caputo fractional derivative of f(t) of order «, is given
by
g n—1 saf(lﬁ»l)
NHID 0] = RE(s.) = R (s,) = Y

k=0

[Dk f(t)} . (2.10)

ue—k =0

Proof. Let
g(t) = ™),

then by the Definition 2.3 of the Liouville-Caputo fractional derivative, we obtain

DU = gy [T e
0
t
_ 1 _ n—a—1
- o O/ (1 — &) g(e)de (211)
= I""%(t).

Applying the natural transform on both sides of (2.11) and using Eq. (2.8),

we get

un—a

NEDYf(t)] =Nt [T g(t)] = i GT(s,u). (2.12)
Also, we have from the property (2)
NFlg®)] = NF M) (2.13)
n n=l n—(k+1)
+ — Rt SN [
GHom) = GRG0 -3 g O]
Hence, (2.12) becomes
n—« n n=l n—(k+1)
Fipepy = U o s
NYD @) = S <unR (5, ) kZ:O = <0>)
a n=1 o—(k+1)
_ 5 pt _ s k _
- uaR (S,U) kZ_O ua,k |:D f(t)}t:O Ra('S?u)a
-1 < n—-1l<a<n.
The proof is complete. O

3. Variational iteration method

Idea of variational iteration method depends on the general Lagrange’s mul-
tiplier method [6]. This method has a main feature, which is the solution of
a mathematical problem with linearization assumption used as initial approxi-
mation or trial function. This approximation converges rapidly to an accurate
solution.
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To illustrate the basic concepts of the VIM, we consider the following nonlinear
differential equation
Lv(z,t) + Nv(z,t) = g(x, 1), (3.1)
where L is a linear operator and N is a nonlinear operator, and g(z,t) is an
inhomogeneous term.
According to the VIM [5], we can construct a correction functional as follows

Un+1($,t) = Un('x?t) +/0 A(g) [Lv(x,f) + Nﬁ(maf) - g(a:,&)] d£7 (32)

where A(§) is a general Lagrangian multiplier, which can be identified optimally
via the variational theory and integration by parts. The subscript n denotes the
n'" order approximation, v, is considered as a restricted variation (i.e. 6o, = 0).
So, we first determine the Lagrange multiplier A(¢) that will be identified
optimally via integration by parts. The successive approximations v,41,n > 0
of the solution v(z,t) will be readily obtained upon using the obtained Lagrange
multiplier and by using any selective function vy . Consequently, the Solution

v(x,t) = nli_r)noovn(x,t).

4. Solution of nonlinear time-fractional wave-like equations by
the natural variational iteration method (NVIM)

Theorem 4.1. Consider the nonlinear time-fractional wave-like equations (1.1)
with the initial conditions (1.2).

Then, by the NVIM the exact solution of Eqs. (1.1) and (1.2) is given as a
limit of the successive approzimations {v,(X,t)},~q, in other words,

v(X,t) = nhﬁr\noovn(X,t).
Proof. In order to achieve our goal, we consider the following nonlinear time-

fractional wave-like equations (1.1) with the initial conditions (1.2).
First we define

n ak+m
Nv = Z Flij(Xata’U)mF%j(vmmUa:]-)a
i,j=1 g
Mv = ZGu(X,t,U)WGgi(U%), (4.1)
i=1 i
Kv = H(X,t,v).
Eq. (1.1) is written in the form
Div(X,t) = Nou(X,t)+ Mv(X,t)+ Kv(X,t) + S(X,1). (4.2)

Applying the natural transform on both sides of (4.2) subject to the initial
conditions (1.2) and using the Theorem 2.2, we get

Nt (X, t)] = év(X, 0) + S%vt(X, 0) + ;L:/\/'Jr [S(X,1)] (4.3)

+Z—:N+ [Nv(X,t) + Mv(X,t) + Kv(X,t)].
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After that, let us take the inverse natural transform on both sides of (4.3) we
have

v(X,t) = L(X,t) + N} (ZZN+ [Nv(X,t)+ Mvu(X,t) +Kv(X,t)]> . (4.4)

where L(X,t) is a term arising from the source term and the prescribed initial
conditions.
Take the first partial derivative with respect to ”t” of Eq. (4.4) to obtain
0 0

0 = Su(X,t) = 2 L(X.1) (4.5)

—%N‘l (ZZN+ [Nv(X,t) + Mv(X,t) + Kv(X, t)]) .

According to the variational iteration method, we can construct a correct func-
tional as follows

Un+1 (X7 t) = UH(X7t) (46)
t
ov, 0 .4 [u® oL
0
Or
UnJrl(X» t) = L(X7t) (47)

«
+N L <ZQN+ [Nun (X, t) + Mv, (X, t) + Ko (X, t)]) )
Therefore, the exact solution of Egs. (1.1) and (1.2) is given as a limit of the
successive approximations {v, (X, %)}, , in other words,
v(X,t) = lim v, (X, ).
n—oo

This completes the proof. O

5. Illustrative Examples and Numerical Results

In this section, we solve three numerical examples of nonlinear time-fractional
wave-like equations with variable coefficients by using the NVIM.

Example 5.1. Consider the 2-dimensional nonlinear time-fractional wave-like
equation with variable coeflicients

0? 0?2
m(vmvyy) - m(

with the initial conditions

v(z,y,0) = e v (z,y,0) = e, (5.2)

Div = TYVzUy) — v, 1 < a < 2, (5.1)

where Dy* is the Liouville-Caputo fractional derivative operator of order «, v is
a function of (z,y,t) € R? x RT.
According to (4.7), we can construct the iteration formula as follows
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+ 82
N m(vnmvnyy) (5.3)

ue
Un+1($ayat) = $y+t6xy+N— <sa
82

_Bxay (XY VngUny) — vn} ) .

Using the iteration formula (5.3), we obtain

vo = (L+t)e™
ta ta+1
= (1+t- - =y
L ( T Ty F(a+2)>e ’
ta tOH—]. t2a t2a+1
= (1+t- - zy
2 < T TarD) Ta+2) TRa+D +I‘(2a+2)> ’

Then, the general term in successive approximation is given by

n kika kitka+1
'Un(x)yvt) = Z < ( 1) ! ( 1) ! >€Iy.

= \I'(ka + ) I'(ka +2)
So, the exact solution of Egs. (5.1) and (5.2) in a closed form is given by
k: ko kiko+1
t (—1) t
o= i - zy
U<x7y7 ) 1m U’Vl(x y7 < kO{+ 1 (ka+2) >

k=0
= (Bo(—t%) +tEqa2(—tY))

)

where E,(—t%) and E, 2(—t%) are the Mlttag—Lefﬁer functions, defined by Eqs.
(2.5) and (2.6).
For a = 2, then
v(z,y,t) = (E2(—t2) + tEg,g(—tQ)) e™ = (cost +sint)e™
which is the same result as those obtained by the NIM and NHPM [8] for the same

example. The surface and behavior of the solution for this example is graphically
presented in Figures 1 and 2 for different fractional orders of a.

FIGURE 1. The surface graph of the 3** order approximate solu-
tion by NVIM and the exact solution of Example 5.1 when y = 0.5:
(a) v when a = 1.5, (b) v when a = 1.75, (¢) v when a = 2, and
(d) v is exact.
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0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

FIGURE 2. The behavior of the exact solution and the 3 order
approximate solution by NVIM of v for different values of « for
Example 5.1 when z =y = 0.5.

t |la=17|a=18 ] a=195| a =2 | exact solution | |Vezact — VNV IM|
0.1] 1.3953 | 1.3999 | 1.4046 | 1.4058 1.4058 3.2196 x 10~ 13
0.3 ] 1.5522 | 1.5735 | 1.5991 | 1.6061 1.6061 2.1569 x 1079
0.5| 1.6359 | 1.6755 | 1.7272 | 1.7424 1.7424 1.3095 x 10~ 7
0.7 | 1.6540 | 1.7088 | 1.7854 | 1.8093 1.8093 1.9680 x 1076
0.9 | 1.6137 | 1.6775 | 1.7728 | 1.8040 1.8040 1.4947 x 1075

TABLE 1. The numerical values of the 4% order approximate so-
lution and the exact solution for Example 5.1 when z = y = 0.5.

Example 5.2. Consider the following nonlinear time-fractional wave-like equa-
tion with variable coefficients

82 5 32

Dfv = v2w(vxvmvmx) +v (v3,) —18v° +v, 1 <a <2, (5.4)

T ox?
with the initial conditions

v(x,0) = e*, v(z,0) =€, (5.5)
where Dy* is the Liouville-Caputo fractional derivative operator of order «, and

v is a function of (z,t) €]0,1[ x R™.
According to (4.7), we can construct the iteration formula as follows

Upr1(z,t) = ¥ +te" + N 1 <SO‘N+ [vﬁaﬁ(vmvnmvmm) (5.6)

82
+Uiz@(v§wza}) - 18@751 + Un:|> :
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Using the iteration formula (5.6), we obtain

vg = (1+1t)e",
ta toc—l—l -
= (1+¢
vt ( + +F(a+1)+F(a+2))e’
ta tOL+]. t2a t2a+1
= (1+¢ ’
2 ( + +r(a+1)+r(a+2)+F(2a+1)+r(2a+2))e

and so on.
Then, the general term in successive approximation is given by

n tka tka—i—l
on(,t) = ZO (F(ka+ D) That 2)) <

k=

So, the exact solution of Egs. (5.4) and (5.5) in a closed form is given by

0 tka tka+1
) = i t) = v
v(@,?) i vn (2, ¢) ];) (r kot 1) T(ka+ 2)) ¢
= (Ba(t®) + tEqs(t)) €,

where E,(t*) and E, 2(t*) are the Mittag-Leffler functions, defined by Egs. (2.5)
and (2.6).
For a = 2, then

v(z,t) = (Eo(t?) + tEa(t?)) " = e

which is the same result as those obtained by the NIM and NHPM [8] for the same
example. The surface and behavior of the solution for this example is graphically
presented in Figures 3 and 4 for different fractional orders of «.

(a) (b)

FIGURE 3. The surface graph of the 3** order approximate solu-
tion by NVIM and the exact solution of Example 5.2: (a) v when
a = 1.5, (b) v when o = 1.75, (¢) v when o = 2, and (d) v is
exact.
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FIGURE 4. The behavior of the exact solution and the 3" order
approximate solution by NVIM of v for different values of « for
Example 5.2 when z = 0.5.
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t la=17|a=18 ] a=195| a =2 | exact solution | |Vezact — VNV IM|
0.1] 1.8357 | 1.8298 | 1.8236 | 1.8221 1.8221 4.1350 x 10713
0.3 ] 2.2994 | 2.2697 | 2.2350 | 2.2255 2.2255 2.7750 x 1079
0.5 | 2.8800 | 2.8174 | 2.7402 |2.7183 2.7183 1.6907 x 1077
0.7 | 3.5940 | 3.4901 | 3.3585 | 3.3201 3.3201 2.5543 x 106
0.9 | 4.4670 | 4.3129 | 4.1140 | 4.0552 4.0552 1.9535 x 10~°

TABLE 2. The numerical values of the 4" order approximate so-
lution and the exact solution for Example 5.2 when x = 0.5.

Example 5.3. Consider the following one-dimensional nonlinear time-fractional
wave-like equation with variable coefficients

with the initial conditions

o 0
Div = xQ%(vmvm)

— 22 (V) — v, 1< < 2,

v(z,0) =0, v(x,0) = z2,

(5.7)

(5.8)

where Dy is the Liouville-Caputo fractional derivative operator of order «, and
v is a function of (z,t) (z,t) €]0,1] x RT.
According to (4.7), we can construct the iteration formula as follows

2 (U | 20
Unr1(z,t) =t + N <Sa/\f [a: 8m(v"

0

xvna:x)

Using the iteration formula (5.9), we obtain

vy = th,vl = <t —

and so on.

toc—l—l
I'a+2)

) 1U2,’U2 =

G_

toc—l—l

— 2% (Vpga)? — vn} ) .

t?oc-f—l

I'a+2)

T TRat2)

)t
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Then, the general term in successive approximation is given by
n k ka+1
(=1)"¢
t) = 22 —_ .
on(,t) = (kzo T(ka +2)
So, the exact solution of Egs. (5.7) and (5.8) in a closed form is given by

v(z,t) = lim v, (z,t) = 2° i M = 22 (tEq2(—t%))
) - Neroo n\«, - e F(kaé—{—Q) - «,2 )
where E, o(—t%) is the Mittag-Leffler function, defined by Eq. (2.6).
For ao = 2, then
v(z,t) = 2° (tEgyg(—tQ)) = z?sint.

which is the same result as those obtained by the NIM and NHPM [8] for the same
example. The surface and behavior of the solution for this example is graphically
presented in Figures 5 and 6 for different fractional orders of a.

(a) (b)
1 1
> 05 > 05
0 0
1 1
1 1
0.5 05 0.5 05
00 00
X t X t
(c) (d)
1 1
> 05 > 05
0 0
1 1
1 1
0.5 05 0.5 05
00 00
X t X t

FIGURE 5. The surface graph of the 3" order approximate solu-
tion by NVIM and the exact solution of Example 5.3: (a) v when
a = 1.5, (b) v when o = 1.75, (¢) v when o = 2, and (d) v is
exact.

Exact solution a=2 ——a=1.95 a=1.8 — — a=17

02

01 7z

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

FIGURE 6. The behavior of the exact solution and the 3** order
approximate solution by NVIM of v for different values of a for
Example 5.3 when z = 0.5.
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t |la=17]a=18 | a=1.95| a=2 |exact solution | |Vezact — VNV IM]
0.1 | 0.02488 | 0.02492 | 0.02495 | 0.02496 0.02496 6.8887 x 1016
0.3 | 0.07271 | 0.07319 | 0.07374 | 0.07388 0.07388 1.3549 x 10~
0.510.11604 | 0.11752 | 0.11934 | 0.11986 0.11986 1.3425 x 1079
0.7 | 0.15325 | 0.15615 | 0.15994 | 0.16105 0.16105 2.7677 x 1078
0.9 | 0.18327 | 0.18777 | 0.19394 | 0.19583 0.19583 2.6495 x 107

TABLE 3. The numerical values of the 4*" approximate solution
and the exact solution for Example 5.3 when x = 0.5.

6. Conclution

In this paper, a new technique called natural variational iteration method
(NVIM) is presented for finding the exact solutions of the nonlinear time-fractional
wave-like equations with variable coefficients. This technique is used to overcome
the complexity of identifying the general Lagrange multiplier. When compared
with the existing published techniques, it is easy to notice that the new technique
has many advantages. It is straightforward, easy to understand, and fast, requir-
ing much less computations to perform a limited number of steps of the simple
procedure that can be applied to find the exact solution of a wide range of types
of fractional partial differential equations. Furthermore, there is no need for using
linearization or restrictive assumptions when employing this new method. The
method was tested on three numerical examples on different situations. Numeri-
cal results obtained by the technique confirm the easily, accurately and efficiency
of the technique, and therefore, can be widely applied in others fractional partial
differential equations.

Acknowledgements. The authors are very grateful to both the Editor-in-
Chief Professor Misir Mardanov, Managing Editor Professor Vugar Ismailov and
the referees for carefully reading the paper and for their important remarks and
suggestions in order to improve it.
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CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

DAns ce travail, de nouvelles méthodes analytiques et numériques ont
été proposées pour la résolution des équations aux dérivées partielles
non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle. Pour démontrer 'applica-
bilité et l'efficacité des méthodes proposées nous avons exhibé de nom-
breux exemples et les résultats montrent que les solutions approxima-
tives obtenues en utilisant ces méthodes sont en excellent accord avec les
solutions exactes. Celles-ci donnent la solution sous forme de série qui
converge rapidement vers la solution exacte si elle existe.

On peut conclure, que les méthodes proposées sont tres puissantes et
efficaces pour trouver des solutions approximatives et analytiques pour
des équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire.

Ce domaine de recherche en 'occurrence les équations aux dérivées
partielles fractionnaires est trés intéressant. Ainsi les perspectives futures
sont :

1- Recherche des méthodes numériques et analytique pour résoudre les
équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaires temporelle et spa-
tiale, moins cofiteuses et plus précises que celles proposées dans cette
these.

2- L'application 1'une de ces méthodes proposées pour résoudre 1'équation
aux dérivées partielles d’ordre fractionnaires, mais avec d’autre opérateur
de dérivée fractionnaire (au sens de Riemann-Liouville, de Grunwald-
Letnikov, et au sens d’'Hadamard).
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LES Les équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fraction-

naire apparaissent naturellement dans différents domaines scienti-
tiques comme la physique, la viscoélasticité, la médicine, 1’électrochimie,
la théorie du controle, etc. Dans tous ces domaines de recherche, il est
important de trouver des solutions analytiques ou du moins approxima-
tives a ces problemes. Le but de cette theése est de proposer de nouvelles
méthodes analytiques et numériques pour la résolution d’équations aux
dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire temporelle, ot1 la dé-
rivée fractionnaire au sens de Caputo. La précision et 1'efficacité de ces
méthodes ont été démontrées en les appliquant a de nombreux exemples
concrets.
Mots-Clés : équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre frac-
tionnaire, dérivée fractionnaire au sens de Caputo, méthodes analytiques
et numériques, solutions approximatives.

Abstract

NON-linear partial differential equations of a fractional order occur natu-

rally in different scientific fields such as physics, viscoelasticity, medicine,
electrochemistry, control theory, etc. In all these areas, it is important or
even necessary to find analytical or at least approximate solutions to these
problems. The purpose of this thesis is to propose new analytical and nu-
merical methods for solving non-linear partial differential equations of a
temporal fractional order, where the fractional derivative is in the Caputo
sense. The accuracy and effectiveness of these methods have been proven
by applying them to many concrete examples.
Keywords : fractional order non-linear partial differential equations, frac-
tional derivative in the sense of Caputo, analytical and numerical methods,
approximate solutions.
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